O PRUDOVOM POLI V HOMOGENNOM
POLOPRIESTORE S GULOVOU VLOZKOU
ODLISNEJ VODIVOSTI
T. KOLBENHEYER, Kofice

Teoretické podklady interpretécie vysledkov geoelektrickych odporovych
merani s velmi podrobne zpracované pre dtvary vymedzend rovinnymi plo-
chami, a to najmé pre polopriestor, ktory pozostéva z nevelkého podtu vrstiev
konStantnej mocnosti. Vo vietkych tychto pripadoch ide o geometrické schémy
pozostdvajlice z Gtvarov, ktoré maji aspoil jeden rozmer neohraniéeny, vo
vidline pripadov st viak dva rozmery nekoneéné. Pomerne malo pozornosti
sa doteraz venuje odporovym wdinkom utvarov, ktoré st po geometrickej
stranke vSestranne ohranidend. Ak pritom prihliadame na to, %e sa u nés po-
uZivaji odporové metédy pomerne dasto pri prieskume fitvarov s konednymi,
radove priblizne rovnakymi rozmermi, ukazuje sa potrebné venovat viac po-
zornosti rieSeniu aspoii niektorych takychto problémov. Geometricky naj-
jednoduchiim pripadom tohto druhu je polopriestor s gulovou vloskou.

Po riefeni problému sytenia. multipélovymi zdrojmi v homogénnom priestore
so sférickou vloikou naznaéuje sa v tejto préci spésob striktného rieSenia pred-
loZzeného problému a odvodzuji sa priblizné vzorce, ktoré v dalekosiahlej miere
vyhovuji vietkym praktickym poZiadavkim.

Otdzku pradového pola v homogénnom polopriestore s gulovou vlozkou
odlidnej vodivosti rieil pribliznymi metédami A. I. Zaborovskij (3). Blizsi
rozbor problému vak ukazuje, %e presnost tychto metéd nevyhovuje vietkym
praktickym poZiadavkém. StriktnérieSenie problému podalaN.V. Lipskaja(2)
v dobe, ked uZ takmer celd tu predloZend prica bola pripravens pre tlaé.
Uverejnenie tejto price sa viak pritom vietkom ukézalo Gdelnym, pretoze je
nielen po metodickej, ale aj po obsahovej strinke od spomenutych uZ pric,
ktoré sa zaoberaji danym problémom, odliné. Odvodené vzorce mozu shizit
ako vychodisko pre dalfie rozvitie problému a si prispésobens praktickym
potrebdm numerického poditania.

100

§1. REKAPITULACIA ZAKLADNYCH ZAKONOV, DEFINICIT
A VZORCOV POTREBNYCH PRE RIESENIE PROBLEMU

Vztah medzi vektorom hustoty priadu 7a potencidlom V v izotrépnom
prostredi vyjadruje Ohmov zdkon

=

1= IWmS.Q v, (1)

kde g je Specificky odpor prostredia v uvaZovanom bode. V I'ubovolnom bode,

-
ktory patri k oblasti, kde nie st zdroje pradu, je divi = 0, a preto v takejto
oblasti potencidl vyhovuje Laplaceovej diferencidlnej rovnici.

A4V =0, (2)
ak ide o homogénne prostredie. .

V pripade, Ze cely priestor je vyplneny homogénnym a izotrépnym prostre-
dim (€o do elektrickej vodivosti) a toto prostredie sytime jedinym bodovym
zdrojom, je potencidl V() v Tubovolnom bode priestoru vo vzdialenosti R od
zdroja

Vo =% (3)
kde g je imerné intenzite pradu I, ktory vyteks zo zdroja:
s I
=

Za ind¢ tych istych podmienok pri syteni jedinym dipélovym, kvadrupdlo-
vym, oktapélovym alebo vieobecne multipélovym zdrojom pre potencial
v bode o pravouhlych kartezidnskych saradniciach &, &,, & vo vzdialenosti R
od zdroja platia preto vzfahy:

1. pri dip6lovom syteni .

.3 (1 L
Vay = »mM &Jlii“ (=123 (a)
2. pri kvadrupdlovom syteni:

1 a2 1 . .
Vi = 53 M My, AMV, (i, k=1,23) (3b)
ik

0&;08,
3. pri oktapslovom syteni:

1 @@ 1 .

@ = — = Y =1,2,3) (3

vﬁwv - 31 M g.t @M-.QM#@MN Awi A:wﬂum Pt v A Ov
ikl
4. vo vieobecnom pripade 27-pélového sytenia:

(=1 - {1 iy, Gy, .. =1,2,3) (3d
ﬁ\ﬁﬂu = 'ﬂ M vgm— [P @W..—@Mmu...@mma Rl ﬁs—.v 19, v A v
101

Matematicko-fyzikalny €asopis IV, 3.



Kae 4, su zlozky vektors dipélového momentu, M., M, atd. zlozky tenzory

w<mm5@9o<mwou oktapdlového momentu zdroja atd.
o AWMMWMMEm Emgoﬂw vzorea 3b pre potencidl kvadrupélového zdroja. Dékag,
Yeh vzorcov, ako aj vieobecnd Z i m isty
A ] ecného vzorea (3d) mozno previest, tym istym
Mas . g . ‘ :

QOMWMW wM%mé mewﬁ. bodové zdroje ¢, %5 93, 94 (pri vieobecnom multi-
Hw o sy eni :<mNE¢.E¢ 27 bodovych zdrojov), pridom stradnice zdroja, ¢
,Q ul o<owsmu< .@5<ocr_2 ststave nech si (k=12 3). Vzdialenost 850,
N\ H&O.E od m_voo_mﬁmz stradnej sustavy oznadme 7;- UvaZujme potencial 7 tejto
mcm%@ v szoimso:_ _.oomo @ o stradniciach & (k= 1, 2, 3), ktorého vzdiale-
nost od zdroja ¢; nech jel; . Vzdialenost body @ od podiatkn stiradnej ststavy
oznadme R a predpokladajme, e tito vzdialenost je vidsia ako najvidiia

z hodnét 7,
R v ?...v max.

Potencisl v uvafovanom bode je potom podla vzorca (3).
van
L
i
1

AvSak, ako budeme o tom hovorit Podrobnejie neskér v § 2, funkeiu — mozno
- . N.

rozviest v Taylorov rad podla moenin & j i :

méZe slazif tie# obr. 1): ; e S8 ool e B

wf.w:HMa.;A_THM..% I
L R 17 & B == &}z Alvl
- o0&, \R 21 . kM o808, \ B

1 M __ ey a3 1
. xk qph i s
37 k.ﬁ&.@i@Mb@Mnmms AMV + ... Awnv N. ce = .—u Nq wv‘

klm
preto moZno tiez pisat:

1 1
V= __ . ; 0 A~v 1 P 1
mwMUS .MUS&»I.I.TI.M_.«* —)
; 1! & 4 \R| m_..s @&a§mm»@%~?v

—— -.&— ] ww- s
31 iz rx OF,06,E. va +.

ikim

Uvazujme teraz, e by sme malj sustavu, pre ktorg by platilo:
M.“Q.. = Ou MQ-&N = Ow
[3 i

(t. J. stistavu s nulovoy celkovou intenzj ym di
nzitou a nulovym dipélo ym mo .
Rad pre potencis] sa potom zjednoduduje takto: ey momentom).

1 N 1 .
v.”fmmé.&. A v ~M o P "
2! PR e oe \ B T owT ) Gidivid, 2
P 0eot \ B 3! e 0, 0,08, Amv

ikim
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PribliZujme teraz napr. Gmernym zmenSovanim vietkych [a}] vietky zdroje
k potiatlu stradnej ststavy, pridom viak zvySujeme stdasne vietky ¢; v po-
mere: |x}2. Stdet

My = 2 gtz

zostdva nezmeneny, a prave tak aj nadalej plati:
% =2Zqz, =0,

naproti tomu napr.
lim M. gixi i xi, = 0
&mlv 0
a to isté plati o v8etkych podobnych vyrazoch v tretom, styrtom a v dalsich
¢lenoch vyrazu pre potencisl. Prechodom k limite z§ -> 0 dostdvame v podiatku
kvadrupélovy zdroj. Hodnoty 2y, ktoré sme definovali, nazyvame zloZkami
jeho momentu v uvaZovanej stradnej stistave. Potenciil kvadrupélového

zdroja v bode @ (&, &, &) teda je:
V=Vop=o ¥ My 2 (2
= E!mﬂM tmm»m@ z!
H

dim sme vzorec (3b) dokdzali.
Zlozky kvadrupélového momentu sa &asto definujit odlidne od definicie,

ktora sme tu uviedli, vzorcom:
1
my = My — ) QEWE,.?

kde 6y = 1, akk =1, 6y = 0, ak k = 1. Potom viak

1 1 92 1 1 92 1
V=31 M Asf Ty %tmﬁmv 06,0, AMV = mi_M " O 5, AMT
&
.MN_&.... 2 (1
e ) B\E

k

I
a druhy &len v poslednom vyraze sa rovni identicky nule, pretoze 5 Je

harmonickd funkcia. Preto aj pri tejto definicii zloiek kvadrupélového
momentu pre potencil plati vzoree:

y_ 1 e (1
!ﬂM&t&%@ Aw. :
K

Dokazeme eSte, %Ze pri zachovani rovnobe#nosti osi stiradne] sastavy hod-
noty M, pre lubovolna ststavu zdrojov s nulovou celkovou intenzitou a, nulo-
vym dipélovym momentom st nezdvislé od volby podiatku. V skutodnosti ak

kladieme:

&W” WI_IBE.
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dostdvame najprv
T g} = 2 g X = B»M i =X qX, =0,
dalej
2 girjaf = 2 q; (Xi + 4,)(Xi + 4)) — Zq X X+ 4, S q. X5 +
+ 4 X g X+ 44,3 g;
. Teda je:
2 0: X} X] = Bq;aiai = M.
Z tyzikélneho zmyslu potencidlu je zrejmé, Ze potenciil kvadrupélu (multi-

polu) je nezivisly od volby stradnej ststavy. Po matematickej stranke tito

okolnost sa vysvetluje tym, Ze zlozky kvadrupélového momentu M w» ako
aj derivicie

o2 A 1 v
05,05 \ R
tvoria tenzor. Vyraz na pravej strane vzorca (3b) preto predstavuje skalirny

stdin tychto dvoch tenzorov a je teda v zmysle poudiek tenzorovej algebry
invariantny voéi akejkolvek linedrnej transformécii stiradnic danej vzorcami:
T =Zanal, & =3aq,f,
4 T
kde a;, st Tubovolné konstanty.

‘Inverznt transformiciu mo#no pritom vyjadrit vzorcami:

4, =243, =734,
L L]
Z tychto transformaénych vzorcov dostdvame Tahko vztah:
&“ =3 k_au (= Q:MU = M...xAlQunm.
& T T8

52%@5&@3?@935@ hodnoty stradnic zi. To je viak mozné iba vtedy,
ak plati znamy vzfah:

Z4,,a, =4,
rs
Pri takychto transformécidch stiradnic viak zrejme plati:
My=3qa i =S a,a,q =3 TerTie M 1y,
% i7s s

¢im sme dokdzali, %e zloZky kvadrupélového momentu sa transformujt ako
zloZky kontravariantného tenzoru.

Lahko dokdZeme ties dalsi vzZorec:

a? 1 0> 1
et (1) = DA o (7).

ktory vyjadruje skutoénost, ze druhé derivicie skaldru — podla priamoéiarych

R
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stiradnic &, tvoria kovariantny tenzor druhého stupna. Pre potencial kvadru-
polového zdroja plati vztah:
1 a2 1 o o2 A 1 v
2 —} = e Cle A Ay M, ——— =) =
V= EMEE@P@@AL@V M::D. thul &L, 7
kl Eirstu
_ o2 1 — 0% 1
= m~ m:. N—N: T Aiv“ M E: == A.llv s
M ‘ or, 08, \ B of,0E, \

rsiu s

ktory vyjadruje jeho invariantnost vo&i uvazovanej transformacii saradnic.
Definujeme v I'ubovolnej pravouhlej kartezidnskej ststave symetrické ten-
zory A4;, A, Ay - .. takymto spdsobom:

R o [1
4= =735 (7).
R 8 (1 .
.- = ikl ...=123 4
da= Sawl(E) © ) @
R 2 1
A= =33 0%, 05,05, \ K
atd.
KedZe funkcia M_m vyhovuje Laplaceovej rovnici, plati:
24 =0, T4, =0, Zd4;y=0,... (5)

Zlozky vektora A; st smerové kosinusy spojnice zdroja s uvazovanym
bodom priestoru §. V désledku toho, ako aj v désledku definfcii tenzoroy A;,
Aig, A, - .. vyjadrenych rovnicami (4), platia vztahy:

4; =P (4, 4y = Nu.v?a, A = NVMA}.V atd., (6)
kde P, je H.mmmsm.umo< polyném n-tého stupiia definovany znimym spésobom
prave ako polyném: et gn (1

Vietky zlozky tenzorov A, d;;, atd. daji sa vyjadrif tieZ elementirnym
spbsobom ako celé algebraické funkcie zloZiek vektora 4;, o dom sa mo¥no
presved¢if priamo derivovanim v rovniciach (4). Takto dostdvame:

3.1 1
A= S 44y — 55 64, ,

£ (8).
3.

3!

o

.3.1
Ay = I 4;4,4, —

1 ;
= (Ciedy + ¢dy + Sy d;)

atd., . , ,‘,.”
WQ.@&..»”r @W&“\h&.&mruom ak 1 = k. . /
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Doteraz sme uvaZovali jediny Tubovolny bod o stiradniciach £, &, & vo
vzdialenosti B > 0 od zdroja. Ak uvaZujeme ktorykolvek iny Iubovolny bod
vo vzdialenosti 7 2> 0 od tohto zdroja, ktorého saradnice si Ty, Ty, %y, MOZNO
definovat analogicky rovniciam (4) dalsiu skupinu symetrickych tenzorov:

1
L 21 @H..@Rt r]’

o r B 1
Y 0x; 0z, 02y \ 7 |
atd.,

pre ktorych zlozky platia s prislu$nymi zmenami rovnice (5) a% (8). DokdZeme
teraz niektoré zédkladné vzfahy medzi zlofkami tenzorov a;, a Ay, Tvorme
najprv napr. tento skaldrny stdin:

3.1 1
M Ay, = TN M a;pd; 4, — 31 M @i B
ik

ik &

(42)

v. rovi. (8). Druhy sddet na pravej strane tejto rovnice sa nim véak v désledku
definicie veli¢iny &;; redukuje na Za;.

V désledku rovnic analogickych rovniciam (7) a platnych pre tenzor a;, viak
plati:

MQ-... = 0.
Preto dostdvame:
3.1 3.1
M At = —1 M tudide = < M Ay (8)
ik ik ik
Tym istym spésobom moZno dokizaf, se platia vztahy:
5.3.1 5.3.1
M Ao = 37— M @A A4, = 57 M Aoy,
skl : wl ikl va
7.5.3.1 7.5.3.1
M Aitniptm = I M GitinAi Ay didy, = ——— M Aitm TGy,
ikim iklm tkln

ktoré moZno zovseobecnit pre Iubovolny podet indexov.
Skalarny sadin dvoch tenzorov je nezavisly od volby siiradnicovej ststavy.
Tuato si teda méieme volif napr. tak, Ze by bolo:

k&»“ 1, k&m”%..v, m»”&m». l~“%~»§

. kde p je Iubovolny pevny index (p =1, 2, 3). Potom

WQ\..\«B-KAM = Gy = NAQ\NY

W«Q:&h.&a»hx = Qppp = u?«&vu (10)

2 GipimAi A A1 4, = 45, = Pyfa,),

iklm
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kde a, teraz znamend kosinus uhla y, ktory zvieraji oba smery (4,, 4,, 4,)
a (@, dy, a3). Kladtic preto v rovniciach (10)

a, = Cos p,

dostdvame z rovnic (9) nezivisle od volby stradnicovej ststavy:

.1
M Ay = li_l P, (cos y)
ik

.m.w.~
M Aiuttig = ——7= Py (cos y)
s.w~

7.5.3.1
M Akt = I Py (cos y) (11)
iklm ’
atd.

a tieto rovnice moZno opit zovieobecnit pre Iubovolny potet indexov.
Podobne vztahom (9) moZno tiez dokazaf, Ze:

3.1 .
M AT = 1 M VP
H H

5.3.1 (12)
M Aiklmhim = |w_ll M At im0
kim kim
atd.
a v8eobecne
M m..mn covipip g ey Ripg g iy T
iy
[(2(n — k) — 1][2(n — k) — 8]-...-3-1
= n— &)1 m..n. ok Wi B o -
gty
(12a)

§2. PRUDOVE POLE PRI SYTEN{ BODOVYM NUH«OHO.E

Obritime sa teraz k otizke, aké bude potencidlové pole v nekoneénom
priestore vyplnenom homogénne vodivou izotrépnou hmotou &Specifického
odporu g, a tieZ homogénnou a izotrépnou gulovou vlozkou $pecifického od-
poru g, 0 polomere a pri syteni pridom intenzity I v jedinom bode @, ktory
lezi v oblasti mimo gule (druhy zdroj intenzity,— I si myslime vo vel'mi velkej
vzdialenosti). Vzdialenost bodu @ od stredu gule nech je R > a (v. obr. 1)
a jeho stradnice v Iubovolnej siradnicovej ststave, ktord mé podiatok O
v strede uvazovanej gule, nech st &, &, &. UvaZujeme potencial pola v Iubo-
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voInom bode P o stradniciach Ty, Ty, 4

vo vzdialenosti » od stredu. Ak i
vzdialenost oznadime QP — {, potencisl

pri syteni v tom istom bode Q pradom
tej istej intenzity I aviak bez uvaZovanej gulovej vlozky, by bol podla
rovnice (3), § 1

_Jo, ¢
Gt~ &
Ak je r < R, mo#no rozvinat funkciu ¢< Taylorov rad podla z,, Tyy Tge
Beritic do Givahy (v. obr. 1), Ze:
I =QP = 0P,

QEEL

dostdvame rad:

I 1 19 a1 N
T=E T 7
2

4

+

AR

Ly, % (1

21 L o \ B
ik
Z,

Plx . x.x) 1 &3 1
- |.wI*M ..&»&.mm..@m»m? AMVIT o
.”E

& po aprave podla rovnic (4), §1

1 1 ¥ 72 )
T=FT M‘M 4;a; +NMM Appa;ay +
T ik

w.u
Obr, 1 %M numthQ.mgm@N + ...,
il

kde a; je jednotkovy vektor v smere OP, 4; jednotkovy vektor v smere 0Q
a Ay, Ayy,. .. st smerové tenzory, ktoré prishichaja smeru 0Q.

Podrobnej§im rozborom sa ds dokézat, Ze t ,
v oblasti, ktord lei vo vndtri Tubovoln,
a 0 polomere men$om ako R. Preto
vzhladom na rovnice {9), § 1 pisat:

ento rad konverguje rovnomerne
ej gulovej plochy so stredom v bode O
pri vSetkych hodnotéch r<~ R moino

! { y
Vi = lM.l + %M “.M A;a; + wam% ? M Aipai + .mlu.w’ﬂ% EM A -
t ik 7-4
1
O a kedZe prvsie
vyhovuji podmienke r <~ R
it abd., musi nevyhnutne platit:

A(r . a;) = dz; = 0, A(ray) = 0, A(Pa;y) =0
atd.

KedZe potenciil ¥V, vyhovuje Laplaceove;j rovnici 4 Vi =
Gvahy platia pre Tubovolné hodnoty r a R, ktoré
a tieZ pre Fubovolné kontantné 4;, A
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A 4 ! 2 .
Mozno podotknitif, Ze rovnice (2) st zovieobecnenim znidmych vzorcov tedrie
gulovych funkeii

A(r . Py(cos y)) = O, A(r?Py(cos y)) = 0, A(r3Py(cos y)) = O (2a)
atd.

Rad 1. Predstavuje potencidl vnitri gule o polomere R, ak cely @Emmdow je
_ homogénne vyplneny hmotou Specifického odporu g;. V désledku awwo. <mmw,
Ze dast priestoru vymedzena gulou polomeru @ je vyplnend rEanc. WSQ <_09-
vosti (§pec. odpor g,), pévodné neporusené pole sa zmeni. Potencidl pola ,ﬁ\
sa od neporufenej hodnoty li§i, a preto kladieme:

1. v oblasti mimo uvaZovanej gule V = Vi, + V{,,
2. vo vnutri gule V = Vg,.
Funkecie Vi, a Vi, vyhovuji pritom v svojich oblastiach nevyhnutne Lapla-

ceovej rovnici.
Potencial V{, hladdme v tvare nekoneéného radu

V=0 + WM M;a; + Ww M Mipag, +WM Mo+ ..., (3a)
i i il
kde M;, M;,, M;, atd. st tenzory vhodne volenjch BE.E@EO,W%or Boﬁaﬁﬁ?
fiktivnych zdrojov umiestenych v strede gule. Je NH.@E.E.“ ze potencial V¢,
potom skutoéne vyhovuje Laplaceove] rovnici v celom wﬁom\ooﬂm (okrem stredu
gule) a nim uréené pole nemd Ziadne zdroje v oblasti mimo gule. .
Potencidl V{,, predpokladdme tieZ v tvare nekoneéného radu a kladieme:

Vig =C" + rZm;a; 4+ 1* m Mg + EWSE@..E + ... (4a)
i ! i
Z rovnic (2) vyplyva, Ze potencial V{, skutotne 5&04.&@ bmw_mo.moﬁw rovnici
a je tieZ zrejmé, Ze nim uréené pole nem4 Ziadne zdroje v oblasti vnttra gule
ani vo vonkajSom priestore. . 3
Pre zjednodusenie daliich vypodtov zavedieme namiesto zlofiek tenzorov
g..“ E-.k. m;, Mip & mH_.mmv im Gmerné WOQH»O&% N<—.. N,N-.mv n;, N & piseme:

t 1 3! 1 .
EzHQ~+|W.M>%§+¢M~.1M~<maa;+||lm 3 hmnM N®au + ...,
r J . ¥ P 4
i ik ikl

3)

| 3!
"o v r S;EQ. 2! y2 3?“9; + |\||»‘u S\menu_.t IT P
Vg =C" + 3 .+w.~ 1k 5.3.1
<k

i ik

4)
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Na povrchu gule musia sa splnit tieto podmienky:

Mﬂ\:& + .-.\Mevuxln = Hﬁ.\m:u‘lu, Amv

@ ”
o xTw:\E + Ea@i = TM\%;

6)
kde x = g,/p, Tieto podmienky divajg : ’ A
ey 1 ¥ davaji vzhladom na (1), (3), (4) tieto ststavy
() — a? 1
m +2 2 9 = gp® Wm at= N = a2
q 2 2
xﬁwﬂm A; — .M«MZMSH— = 3.@ _H NWW - I~<€H_ Hwﬁﬁ@

@ L ve
Rt e+ g N} = a*nfy)

3ga? 4
|~ 3] = g

atd.
Riefenia tychto sistay st takétos
3
No @ x—1 ) 3
‘ B on 5 1 g_svu.m. HL
5
NGO 9,2 x—1 ) 5
ik NNwww.\(..TMxA:n Smwv”mw WXHMK&
Nﬁmﬂwmmw xfﬂh. - q Tu
: R 4y 3 M " = B g g g A
atd.

Kladiie este ¢" = 0, ¢ = .Ww » dostévame z rovnic (3) a (4)

’ x—1 212 —
= . QAX 1) ab
(o) q 2% + 1 NWNQ.N M k&. i + 1 3% ¥ Mv &w&w&M .NA..rQ-.t =+

313 ﬂxf: a
+.m.w.~ @nl_.l..w wn‘thm:&Q..El_l..J (7a)
| %44 ”.Mn 3qx M 21 5qx
© m+wx+~ R ma+ .1 3% + 2 %Mm;sﬁr
3! Tqx
+ 5.3.1 “dx +3 w.M Ay + . (8a)
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Opierajtc sa o vzoree (11), § 1 tieto potencidly mdieme vyjadrit pomocou
gulovych funkeii:

= mmtwlw o Pi(cos p) + ﬁwﬁ% s Pyfcos p) +
+$% mm“\»muu?g P+ ..., (7

Ve, = M + wxmmﬂ i wmw (cos y) + wxmwm“ 5 wuw (cos ) +
+ puw».“ 3 mnwu (cos p) + . | (8)

Opierajiic saozndmu vlastnost Legendreovych polyné-
nov | P, (cos )| <

bez fazkosti moZno dokizaf, %e prvy z tychto radov
konverguje nezivisle od x a y absolitne pri vietkych
hodnotich r, ktoré vyhovuja nerovnosti

. am

r>7

druhy pri vietkych hodnotédch r < R. To isté plati aj
o derivéacidch tychto radov podla r. Tym sme dodatodne
dokézali spravnost predpokladov 3a a 4a, ako aj vyvo-
dov, ktoré sme z nich urobili.

Potencial v Iubovolnom bode P vonkaj$ej oblasti
teda je:

= lwn + Vo (9 Obr. 2

a rad 1. sliZi len pre odvodenie radov pre V{, a Vf,, kym pre dalsie praktické
tadely moZno pouZivat podstatne jednoduchsi tvar, ktory sme poutili v rov-
nici (9).

Rad 7 vyjadruje pridatny potencial V§,. Tento mo#no napisat v inom
tvare, ktory je v urditych pripadoch pre praktické tidely vyhodnejsi. Cleny
tohto radu st potencidly fiktivneho dipélového, Wﬁ:ﬁd@o?d@ro a vysich
multipélovych zdrojov v strede gule. Dipélovy zdroj mézeme si teraz na-
hradit dvoma rovnakymi bodovymi zdrojmi opadného znamienka, z ktorych
jeden nech je v strede gule, druhy v bode Q' inverzne zdrufenom s bodom Q
(v. obr. 2). Teda je:

0Q =

SRS
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Ak si oznadime vzdialenost QP = ¢, potencial tychto dvoch fiktivnych zdrojov
v bode P je:

1 1 'a? ‘4 ’a8
q AJIIV = %. — Py (cos ) + Mmm,@ (cos y) + Mﬁﬁ (cos p) +... (10)

Zvolime si teraz ¢’ tak, aby prvy &len tohto radu sa zhodoval s prvym é&lenom
radu (7), teda:

a »—1
4 == .- — ~
T =9 R 90T (11)
Potom rad (7) mézeme pisat takto:
AL 1 20 — 1)  x— 1 Ju8q
Ay L _
Vo= Aﬁ\ ﬁvxT_HwN:Tw w1 MahumuﬁmAOOm v) +
3ec —~ 1) (x— 1)} aq _
+~ 4% +3 2z + HH— bplﬁlogﬁv T ...
a po jednoduchej tprave
o (L1 wle — 1) ab m
=9 Ai ,\v +@wa+ 3% 132 gl (cos y) +
2x(x — 1) a?
TG e 53 TATe s (2)

V pripade dokonale vodivej gule (g3 = 0) je x = O, a preto

takZe pridatny potencisl sa d4 vyjadrit v uzavretom tvare. V pripade gule
dokonale nevodivej (x - ») je zase podla rovnice (7)

., 1 qa® 2 ga’ 3 qu?
«\EHM mwﬁuw.log ) +3 muiﬁico.w ¥) +t5 m?hmuu?g v)+ ...,
kym podla (12)
w=2a(Ll 1)y, 1 gat W
FslmmAi ﬂv ﬂku,\uw&ogﬁv.f i h»i%iogﬁ+

Pre praktické tucely méZe aj v tomto pripade druhy tvar radu poskytovat
uréité vyhody oproti prvému tvaru.

Vyrazy (7a) (8a), pripadne (7) (8) a (9) pre potenciil v oblasti mimo gule
a vo vniitri nej predstavujii stiasne riedenie analogického problému elektro-
statického pola bodového ndboja v homogénnom dielektriku, ktoré vypliiuje
cely priestor s homogénnou gulovou vloikou o inej dielektrickej kondtante,
ak sa naboj nachddza v oblasti mimo gule.
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§3. POLE PRI SYTENI DIPOLOVYM ZDROJOM

Ak zdrojom pola je dipél o momente (M,, M,, M,) umiesteny v bode @
(v. obr. 1), potencidl neporuseného pola v bode P mézeme napisat v tvare:

1 a (1) .

>P<W§W:m< wammor%msp_.%ooswmwmmnymmmE@:Wmmpszowl,&mewwcrﬁ A.m
plati: :

1 1 1 1 o "
.ﬂHM.;TWHM m»&\ﬂl_'WMM mt&»&NITWNM AT 2%, + (2)

k k K klm
pricom A, . 4y, Ay, - . . sQ nezdvislé od stradnic x,, ,, ;. Kazdy &len tohto

radu je teda homogénny @o@ﬁma v premennych ; a lahko sa presveddime, Ze

ad : ]
mlM Az r = M A0y + 6;y3) = 2 M A,
£y
ki k

ki va
@Mm 4T, = 3 Mx_. Tt
@.N,.. kim* kX dlym = 9 . ikl VeL]
kim ki
atd.
Vzhladom na to, Ze x, = . a;, plati za tych istych podmienok ako 2.
1 2r 3r2
Vi = — NWNM Apllliy — NWJM A Miay — MM A Mo
i ik ikl
493
— M Aiim M0 010, ~ .
iklm
Pre dalsiu dpravu tohto radu pouiijeme edte vzorce (12), § 1:
1 2! r 31 9 :
Vip = — M%M A; M, -1 uﬂM A Mia 51 @M Ay Miay —
[ ik ikl Tt

4! 73
5 3.1 hﬂu.M At M O — -

ikim

a tento rad konverguje opit nezavisle od ubla y pri <mm§%or romjoﬂm‘or,

r<_ R. . . B
Pridatny potencidl Vi, v oblasti mimo gule hladdme v tvare nekoneéného

radu T

‘= (M ;_l Ng +Iw_| - 1 Nt g, +£.|wl P »,,,ﬂmyv ay
w = o+ ) Nifay 518 L M TR 2, kim @i
3 N TE

(5)
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ktorého dleny st potencidly dipélového, kvadrupélového a vyssich multi-
pélovych fiktivnych zdrojov umiestenych v strede gule, potencisl Vi vo
vitri gule v tvare radu

" ” 2! 3!
Vi=0C7 + ».MSMcS« +w. I Q.NMgm:fa +m|tl:.w - ~EM§§@£5 + .

k K kim (6 )

7w

Z tych istych prigin ako v predchddzajiicom paragrafe je bezprostredne
Jasné, Ze Vi, ako aj V{, vyhovuja v oblastiach, v ktorych si definovans,
Laplaceovej diferencidlnej rovnici.

Na povrchu gule musia byf, splnené podmienky:

_”.—.\nc |_| .w\mbuw -y = ﬁ.—.\mvunln

a ”
|5 700 + 710 =[] @)

rmg

Podobne ako v § 2. vyplyvaji vzhladom na tieto podmienky z rovnic (4) (5)
a (6) ststavy vidy dvoch linedrnych rovnic pre neznéme Ny, n), (N, nyy),
(N it » May) atd., ktoryeh riefenim dostivame:

3 c
NO a xlﬂM W y_ 3.2 « .
M N_..mw.e. M»anw \A-MN—N. S.Mu.l J i I'llwkl_lh kﬁ..»g.,
i i
o O x—1 5.3
M =-3.2.5 wx+wM. Asui M W=z wx+me..xE:

al x—1 7.4

Ty rZ x—-1 . , ) B . )
N/N?a 4. uw . .Nwm . + “wM \Al&ig. S\ms Nmm %u& + wM\AJEEN—&‘..

(8)

Dalej musi byt:
w = lim V{, =
o

a v ddsledku toho:
. 1
o= WMM A; M;.

Po vsadeni zloZiek multipélovych momentov vyjadrenych vzorcami (8)
rady (5) a (6) pre potencial Viy a V§, nadobadaja tvar:

’ 211 »x—1 g3 3!12 x—1 qb
0= =T mrimn), ~FT S s D, A Mo —
& il
4! %x—1 a7

!lm.“w.m?l*luwquwaxﬁmw?aEm@\lil T A@v

{kim
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o
waxz tq xi
T3 . 13. 49 Fa i i — rF a 1 58 .m,. E—. m T
w._wx+mm¢Mm&§.§ m.w._?iw,M iklm 22 i
& iklm

Y 1 213 = T
o = leM 4; M; T Tl %M\_;Emf -
ix

(10)

Otvorenou zostdva elte otézka konvergencie radov (4) (9) a (10). Podrob-

nejSou Avahou, ktord tu pre kratkost neuviddzame, mozno dokézat vychidza-

jac z konvergencie radu (2) pri r < R, e aj rad (4) konverguje nezavisle od

volby smeru (a,, @y, a5) pri vietkych hodnotach r vyhovujicich podmienke

r < R. Opierajiic sa o tento fakt bez zvlaStnych fazkosti dokdZeme, Ze rad (9)
konverguje pri vietkych hodnotédch

2
T Vm«m.
a rad (10) zase pri vietkych hodnotach

r<R.

To isté plati o radoch, ktoré dostdvame derivovanim radov (9) a (10) HVo&.w r.
Preto za predpokladu R >>@ moZno vidy vymedzit taka oblast, vo vnidtri
ktorej leZi celd uvaZovans gulovd plocha a v ktorej vietky tri rady Vi, Viy
a V{,, ako aj ich derivicie konverguja rovnomerne, éim sme dodatodéne do-
kdzali spravnost predpokladov, o ktoré sme sa pri Gvahdch tohto paragrafu
opierali.

§4. POLE PRI SYTENI KVADRUPOLOVYM A OKTAPOLOVYM
ZDROJOM

V bode @, obr. 1, majme kvadrupélovy zdroj priadu. Potencidl neporuseného
pola v bode P je podla vzorca (3b), § 1.

1 o2 Im.. 1

ik
1
Odvodili sme v8ak uZ rad wwmlﬂ?. §2a §3) v tvare:

1
WH.W;TMWMBZ@ +.~WM\__?_§&S +M%M Aty 2p, + ... (2)
i

im lmn
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& zistili sme jeho konvergenciu pri 7 < R. Presveddime sa lahko, 7e:

92 )
ngANHN =0
A |
® -
gM kﬁ?ﬁ.&ﬁ&i =2.1 .\mlm
Im

@w
Q.&... @.‘5« / \:E:.ﬁu Ly &y == .2 M kA...t x;
) i

imn *

i .
§ﬂ M h«iamﬁ.ﬁa Tpx, = 4.3 M Ay 2y,
im

imnp
atd.
Vsadiac rad (2) do vzorea (1) a pouZivajuic vztahy (3) dostdvame po jednodu-
chej, aplne analogickej Gprave postupu v § 2 a § 3 pre ¥V, tento rad:

1 3.21! »
Vigy = B M Ay My, + 3T R M Ay Mipay +
ikl i
4.3 2! :
o1 3712, diktm Mgy, + ... (4)
: skim
Pridatny potencidl V', mo#no pisat ako nekoneény rad

) .1 20 1

FMVH.\ElTIﬁ.m va§+j.ﬂlM~Sﬁss+.: (5)
H ’ Im
& potencial V{, vo vnutri gule ako rad
re "1 . N _

o = Uy + 7 M nPa;, 4 3T, Mam + .. (6)

7 im

V désledku rovnic (2) v § 2 obe tieto potencidlové funkeie vyhovuja Lapla-
ceovej rovnici. Prave tak ako v predehddzajtcich paragrafoch, hraniéné pod-
mienky umoziiuji vyjadrit zlozky tenzorov

s - e s

- NP, N@, L pripadne nf, 2
pomocou zlogiek ; e :
&?N...\nu x&,-.v. kA.-.\&n ‘m-.r?w: .
Vsadenim takto zistenych hodndt N do radu (5) potom dostavame:
Lo 3,21 w1 g
R N 1 m{NM A Mgy +
il

b3 x

‘3.1 RS 3; 1 2

M M;RR;E?. T oa g {7

<kim
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Pri syteni oktapslovym zdrojom je potenciil neporuseného pola podla vzor-
ca (3c), § 1.

1- B 1
ﬁ\ﬁmv = vw M &A,..E @.ﬁ-.@.&.&@ﬂ# Aqv ’
i

ktory za tych istych podmienok ako predtym (r < R) méZeme pisat ako
konvergentny rad

~ @. .

Sw.ﬂl @M \_..ENSEI MMM m..tag..tss!... Am.v
ik " ikim

Ak sa obmedzime na prvy &len prislugného radu, éo tplne staéf pre vietky

dalfie Glely, mézeme pridatny potencidl vo vonkajsom priestore vyjadrit
vzorcom: -

- 4(x— 1)
Vg = — Iwa.Tfyv w Mm..tsg_..tas (9)
’ ' ikim

Z tvaru tohto vzores po vhodnej @prave a porovnani so vzorcami (3a) a (4),
§ 1 vyplyva, Ze je to potencisl dipélu umiesteného v strede gule, ktorého
moment mi zloZky: -

x— 1 o )
g = lp.ﬂlﬂwﬂM Aiptr M1 (10)

17/
§5. PREHLAD A INTERPRETACIA VYSLEDKOV

Potencidl Vi, méZeme interpretovat ako potencidl fiktivneho dipolového,
kvadrupolového, oktapolového a vysSich multipélovych zdrojov umiestenych
v strede gule. Zlozky ¢/, ¢, ¢} atd. momentov tychto zdrojov dostivame
z jednotlivych élenov radu (7a), § 2. K tomu Gdelu pouZijeme vzorce pre poten-
cidl multipélovych zdrojov (3a) az (3d), v ktorych viak piseme z; namiesto &,
rnamiesto R, ¢/, ¢}, ¢{f) atd., namiesto M;, My, M. . . a parcidlne derivécie
podla stradnic z;, z; vyjadrime pomocou zloziek smerovych tenzorov a;, a;,
a;y atd. Takto napr. dostdvame:

— 1 @
B 2o igs Zo =, W s
1 i
212 2 — 1 @b
M &ma;”ﬂw EP %M Ay (1
ik ik
313 ¥ — 1 o
MQMNVEEH 7310 13 NMM Aty
wkl . ikl
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a preto kladieme:
© mﬁau avllmxlu at
2%+ 1 R i 3x 4+ 2 R

2)
6 x—1 a7 (
7 Aint - -

kA.r

ASI.
ik m»x.fw

Prive tak moZzeme interpretovat aj potencidl ¥V, vyjadreny radom (9), § 3
a vznikajiei pri syteni dipblovym zdrojom ako potencidl radu fiktivnych
zdrojov, ktorych momenty vyjadrime tenzormi ¢, ¢ff, ¢} atd. Tym istym

9k » Giwt
sposobom ako v predchddzajicom pripade dostdvame:
. x—1 a® —1 a®
—.»C”INMH %Mmmwgmu Q..Amvnl.hw»«LlwkaAmEgr
k 1 :
24 x— 1 a #
m . _ == R o .
ikl 5 dx + 3 ‘NmM \nl&ﬁ.ﬁi.
m

Pridatné potencidly Vi, a Vi, vznikajtice pri syteni kvadrupblovym, resp.
oktap6lovym zdrojom mozno opif ponimat ako stéty potencidlov fiktivnych
dipélovych, kvadrupélovych, oktapélovych a vysSich multipélovych zdrojov

@, ¢, ¢if), - .., pripadne ¢, ¢, ¢%), ... Ich momenty dostivame porov-
nanim &lenov radu (7), resp. vyrazu (9), § 4 s vyrazmi (1) tohto paragrafu:

(2) _ x — 1
=3 T 1 m“Mm.tN_&tv

x—1 af

W =38- o u,meM AietM
Im

(4)

@) x—1 da®
P == % T 1 @Mm:aagts. (5)

klm

V dalsom sa budeme &asto opierat o terminolégiu pouzivani v elementarne;j
tedrii elektrostatického pola pri znidmej Thomsonovej metéde zrkadlenia na
rovine. V tomto zmysle sa méZeme preto vyjadrovat tak, %e zrkadlenim bodo-
vého zdroja ¢ na gulovej ploche vznik, v jej strede fiktivny dipél ¢, kvadru-
pol ¢, oktapél ¢f) a dalsie vyiSie multipély, zrkadlenim dipélu M,
dipél ¢f¥, kvadrupél ¢, oktapél gff) atd. Z predchidzajicich Gvah vysvitd,
Ze pri syteni akymkolvek multipélovym zdrojom vznikaja zrkadlenim na
gulovej ploche vidy vietky multipély podinajic dipélom, nevzniks viak nikdy
fiktivny pél. (Pritom stéle predpokladame, Ze sytime v oblasti R > a, ne-
prihliadajtc na trivilny pripad » = 1.)
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§6. ZRKADLENIE MULTIPOLOVYCH TENZOROV NA ROVINE
A PRUDOVE POLE V HOMOGENNOM POLOPRIESTORE
PRI SYTENI MULTIPOLOVYM ZDROJOM

Majme rovinu S a bod @, ktory neleZi v nej (v. obr. 3). Vzdialenost tohto
bodu od danej roviny nech je kb a zrkadlenim uvazovaného bodu na rovine
dostdvame bod Q. Zvolime si pravouhld stistavu stradnic (z,, z,, z,) s podiat-
kom v bode O a s osou z,, ktorej kladny smer nech sa zhoduje so smerom 0Q.
Nech je P I'ubovoIny bod priestoru,
ktorého siradnice v danej ststave
s (%, %,, %) Vzdialenost tohto
bodu od bodu @ oznatime r, jeho D.
vzdialenost od @ oznadme r.

Definujeme. vieobecné smerové
tenzory prislichajice smerom QP

X
i
+
i
:
m
m
? hi
a OP v zmysle vzorcov (4), § 1 !
v danej stiradnicovej ststave takto: :
1
i
Dissigy . .. in ™ S 0 “
patl on 41 m
=(— 1) —1. :
n! O 0m;, oz \r)| “ Px.x.Xx)
Biryis, o in= (1) h ; \\
fntl an 1 ; .
= (— 1) - —. . o T
n! ox;0xz;, ., Ox, \ P 0
3 D _p\
Ak zavedieme oznalovanie
Obr. 3
1 1
“E = {#y, 5, 3),
T Va4 (b 2w+ A
zrejme plati:
1 1
e = flmy, — 23, %3),
Pooyal 4 (b — zy)? + a3
a preto z definfcii 1. vyplyva:
; ] ) 8, , P
Q\-.r_.. . e Ali wv a.r»,_. oﬂ.u Fogps H UL ».=+H . Qm»...u. ey

Ak bod P le#i v rovine 8, teda v uvazovanej pravouhlej stiradnicove] ststave,
je:

[

a. e :?.:ﬂ.&?~+...+ W G, (2)

Sisin ... in
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Vzorec (2) méZeme vyslovit takto: Ak bod P ledi v rovine 8, zlozky tenzoru @
sa ¢o do absolatnej hodnoty rovnaja prisludnym zlozkim tenzoru a a majt to
isté alebo opatné znamienko podla toho, & index 2 vystupuje v rade indexov
i, fy. .., T, pirny alebo nepdrny podet krat.

UvaZujme teraz homogénny polopriestor ohraniceny rovinou S a vyplneny
hmotou &pecifického odporu p. Nech tito hmota vypliiuje éast priestoru z, < O.
V bode @ majme multipélovy zdroj pridu o momente M; ; . ;. Potencial
priidového pola v uvaiovanom polopriestore hladame v tvare:

P S g () (2]
n! : *o0x 0% \ 7 Vot 0x; \ 7

11 .

s.....«n 2 va

Tento tvar vyhovuje podmienke, ¥e vo velmi malych vzdialenostiach od
bodu @ pole musi byt také, ako keby cely priestor bol vyplneny hmotou Speci-
fického odporu g. Zlozky tenzoru fiktivneho multipélového momentu M,

fisfs...in
urtime z podmienky:
av
A Q - Q ’
Lyl xy =0

i gnti 1 - gntl 1
b/ S ks M, — )] -
M H g dx; . ox; A*v My Oy 0; Ox;, A 7 : o

‘n

teda:

Tgaennd
¢ ”

pri x, = 0. V désledku vzorcov (1) a (2) moZno tato podmicnku pisat v tomto
tvare:

sk

140, 49, o, . a7
M Moi....ip = = 1] T ad Vst 5l Mii i 000000 = O,

Tty Layeen iy

z ¢oho:
Mo sigein = (= DPinatioss sy, (4)
V dal$om budeme tiez hovorit, Ze tenzor M je zrkadlenim {alebo vznika
zrkadlenim) tenzoru M na rovine §. Vzorec (4) mdzeme vyslovif takto: zlozky
zrkadleného tenzoru multiy6lového momentu maji v uvazovanej suradnicovej
ststave t ist@ absolatnu hodnotu ako zlozky pdvodného tenzoru. Ak sa
index 2 vyskytuje v rade indexov iy, By, ... i, k krat, zlozky zrkadleného
tenzoru maju to isté alebo opadné znamienko @Wo.io&w% povodného tenzoru,
podla toho, & je k parne alebo neparne.
Kedze potencial ¥V, ktory sme definovali rovnicou {3) vyhovuje okrem uve-
denych podmienck tiez Laplaceovej rovnici, rovnice {(3) a (4) predstavuju
rieSenie otdzky pradového pola v homogénnom polopriestore.
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Rovnicu (3) mdzeme vzhladom na vzorce (1) pisat tieZ takto:

~ _ 1

w H?i M »\_&.._;.N.:_.;.a:.;t:....+ mi._ M N_ﬁ.t;..;.: .a..t..uh.afd
—.u.mn....s.a a—.s.w... a.a

Prvy &len na pravej strane tejto rovnice predstavuje potencidl multipélového

zdroja v homogénnom priestore, druhy élen potencidl fiktivneho zrkadleného

multipélového zdroja, ktory si myslime v bode @. Rovnica (5) vyjadruje

potencidl v polopriestore z, <0, teda aj v rovine S. V bodoch tejto samej

roviny je # = r. Okrem toho v désledku rovnic (2) a (4) tu tiez plati:
M o = M, i .a

R N S T iysigsennin

i1sdgaeniins
preto potencial v rovine S mézeme vyjadrit vzorcom:
\ 2
ﬂmﬂ,i:& M M by senty = T g ey 3 (6)

G182, i

Potencidl v Iubovolnom bode roviny ohraniéujicej nekoneény homogénny
polopriestor je teda dvakrat taky ako by bol potencidl v tomto bode pri syteni
tym istym multipélovym zdrojom, ak by cely priestor tol vyplneny hmotou
tej istej vodivosti.

§7. VYPOCET PRIBLIZNYCH TEORETICKYCH HODNOT
ZDANLIVEHO SPECIFICKEHO ODPORU PRI ODPOROVYCH
MERANIACH NAD STREDOM GULE

Na. obr. 4. vodorovna priamka § zndzoriiuje zemsky povrch, ktory si mys-
lime dokonale rovinny. Prostredie pod povrchom pozostéava z dvoch oblasti,
a to z homogénnej gule 3pecifického odporu 0z & 20 zbyvajice]j asti polopriestoru
vyplnenej homogénne hmotou $pecifického odporu ¢,. Stred gule je v bode O,
v hibke % pod povrchom, jej polomer oznadujeme a. Kolmica spustend z bodu 0
na rovinu zemského ypovrehu ho pretina v bode . V bodoch 4 a B majme
sytne elektrédy, priom nech je AC = BC a obe elektrédy lezia na priamke 8,
ktora prechidza bodom C. Skiimajme rozdiel potencidlu v bodoch M a N,
v ktorych si méZzesme mysliet merné elektrody a ktoré lezia tie% na priamke S,
stmerne podla bodu C. Pri znimej Wennerovej schéme je okrem toho

AM = MN = NB = ¢.

Ak sa najprv obmedzime na pripad sytenia jedinou elektrédou A4 (k tomu
Géelu si myslime druhd sytnu elektrédu B umiestent prechodne vo velmi
velkej vzdialenosti, kym M a N ostavaju nadalej v miestach vyznadéenych
na obr. 4.), dostdvame hodnotu potencislu v Fubovolnom bode pod zemskym
povrchom (odhliadntic od bodov vnitri gule), ak k jeho s»»neporusenej‘‘ hodnote
(v. § 2.) pridime potancialy prislachajace fiktivnym zdrojom. Pri prvom pri-
blizeni budeme uvazovat len fiktivne zdroje, ktoré vznikaju zrkadlenim zdroja
4 na uvazovanej guli v jej strede (v. § 2.a § 5.) a ich zrkadlenia na rovine S.
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Pre vzdialenosti a uhly vyznadené na obr. 4. si zavedieme toto oznadenie:
QQNH%HF.QIMHQIWH@. AM =NM = NB = ¢,

Ak uvaZujeme len jedind sytnu elektrédu v bode 4, potencial v bode M
v désledku rovnic (7), §2a (6), §6je:

|

x,(b)

Um

=< L

mmmen O e ©

OM-ON=R,
04 -0B-R, %,
0C=-0C=h 0 S
Obr, 4
Vw=2L 22— 1) o 4q(x — 1) _at

F 2%t 1 Bk Py (cos p) + 12 RIE Py(cos p) +
6q(x — 1) a?

a y— Nﬂwwmﬁog )+ ...
a v bode N
;o9 ., 29x—1) af 4g9(x — 1) ab
et T T T B T )+ S g Paloos ) +
6g(x — 1) a?
+ 4x + 3 ﬂmww&ooms =R
teda:
q 2q(x — 1) a3
Voau — Vin = M’m‘ 2% T 1 Nmemw [Pi(cos ) — P, (cos )]+
4q(x — 1) ab
LT R*R3 [Py(cos y) — Pycos u)] + ..
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Ak teraz prihliadame na to, #e okrem bodu 4 sytime tiez v bode B, v ktorom
méme zdroj pridu o tej istej intenzite aviak opagného znamienka, celkovy
potencidlovy rozdiel na elektrédach M a N je:

Vi — V= 2(V 44 — Van),

teda:

4 —1 3
Vi —Vy= IMI + mexxilev .mmmm [Py(cos y) — Pi(cos u)] -+
14t

8g(x — 1 5
+ $+le~ mwwmmw [Py(cos y) — Py(cos u)] + ...

Keby nebolo gulovej vlozky, t.j. keby cely polopriestor bol homogénne
vyplneny hmotou Specifického odporu g, bol by za inaé tych istych pod-
mienok potencislovy rozdiel na elektrédach M a N

Bﬂ\iz = lml

Relativnu hodnotu anomglie zdanlivého Specifického odporu spésobenej
gulovou vlozkou moZzno preto vyjadrif takto:

_do_Vy—Vy . dix—1) @@ N
m_olmﬂllgllali ¥ [Py(cos y) — Py(cos u)] +

8&(x — 1) ab
3% + 2 RES

12 o [ 7
+ T o) ~ Pl + ..

Py(cos p) — Py(cos u)] +

V tejto rovnici, ako je na prvy pohlad zrejmé, uplatiiuje sa zndmy princip
;spodobnosti‘‘ v tom, %e sa hodnota anomilie zdanlivého Specifického odporu
nezmenf, ak prejdeme z daného usporiadania na usporiadanie geometricky
podobné nemeniac hodnotu ». V désledku toho mézeme hibku stredu gule A
volit za dlzkovii jednotku a v dalsom polomer gule a, ako aj dlzky & R, a R,
budeme vZdy vyjadrovat v tychto jednotkach.

V rovnici (1) okrem polomeru a a fyzikdlnej konstanty » vystupuja velidiny
z4vislé vyludne od geometrického usporiadania elektrod (¢, By, R,, v, p),
ktoré moZeme nazvaf geometrickymi parametrami sondize. Za zdkladny
z tychto parametrov méZeme povazovat £ (vzdialenost potencidlovych elektréd).
Vietky ostatné parametry sa daji z tohto zékladného parametra odvodit
jednoduchou geometrickou tvahou.
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-, i} P Rte 3 & &1 M A
Pre prehladnost zavedieme este dalsie geometrické parametre:

F, = 4£[ Py (cos Amwul P(cos u)]
12 _

F, - 8&[Py(cos 3. — P,(cos u)]
RiR2 '
P, — 12£[ Py(cos p) — Py(cos w1

VT ; (2)
Fy= 164[ Py(cos @ — P y(cos p)]
RS
atd.
Vzorec (1) mozno potom pisat takto:
— 1 x— 1 — 1 s —
A g3 s % x 1
o=y it wx+w5+aq§+u§u+%mx+hﬁ+.: 3)

V dalsej &asti tejto prace cheem venovat zviditnu pozornost obom krajnym

pripadom, +t. j. pripadu gule dokonale vodivej (x = 0) a dokonale nevodivej
(% = =). V tychto pripadoch mime:

1 1
Ay = — TEﬁ + 5 atF, 4 ;.:wladsu -+ W@ﬁﬁ 4+ .. ;, (x =0) (3a)

pripadne

] 1 1 1
0 = 5 @F, + —asF, Tt —aF L (s ) (3b)

RN

Pri porovnani vzorcov (3a) a (3b) vidime, e relativna hodnota anomdlie
zdanlivého §pecifického odporu je (ak odhiiadneme od znamienka) pri tom
istom usporiadant elektréd a pri rovnakem polomere vidy vi
gule dokonale vodivej ako v pripade gule dokonale nevodivej.

Ak menime vzdialenost potencidlovych elektréd &, meni sa prirodzene aj
zdanlivy pecificky odpor. Pomer Aolp, mé pri malych hodnotach & %EE_.NE.W
.:Eo«d hodnotu, pri vzrastajicom ¢ jeho hodnota najpry stapa, dosahuje pri
uréitej hodnote & — £max Maximum a potom opit klesa a blizi sa umwﬁmdoﬁoww
nule. Ako z dalsich vysledkov uvidime, Jjepria< 0,6 v
padoch &, priblisne konstantné, a sice:

&Sia v pripade

oboch krajnych pri-

max T 1

nezévisle od polomeru a. Preto pri malych polomeroch maximalna hodnota
anomilie zdanlivého $pecifického odporu je priblizne timernd tretej mocnine
polomeru. Vyplyva to zo vzorea, (3), kde pri takomto obmedzeni mozno za-
nedbat éleny s vy$$imi mocninami polomeru a povazovat F; za konStantné.
Vzhladom na prineip podobnosti mo#no tento poznatok vyjadrif tiey takto:
Pei hibkach presahujicich asi dvojnasobok polomeru gule klesd maximum
odporovej anomilie priblizne s tretou mocninou hibky.
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§8. SPRESNENIE TEORIR

V predchidzajacom paragrafe sme odvodili priblizné vzorce pre zdanlivy
Specificky odpor za predpokladuy, Ze stred merania C (v.obr. 4.} je presne nad
stredom gule, a Ze elektrody sit usporiadané podla Wennerovej schémy. Dvojicu
zdrojov 4 a B sme zrkadlili najprv na guli a vznikajace fiktivne multipélové
zdroje v bode O sme zrkadlili opif na rovine S, &im vznikli dalsie fiktivne
multipélové zdroje v bode 0. Tymto zrkadlenim na rovine S sme viak po-
rudili hrani¢ne podmienky vyjadrené vzorcami (6) & (6), § 2. Aby sme tymto
podmienkam vyhoveli, musime vietky fiktivne zdroje vzniknuté v bode O
opat zrkadlit na guli do bodu O, ¢im zase poruSujeme hraniéné podmienky na
rovine S. Preto vietky novovznikajice fiktivne zdroje v bode O musime zase
zrkadlit na rovine § atd. Ak by sme cheeli dany problém riesit striktne, museli
by sme teda zrkadlif na guli aj na rovine nekonedne mnohokrit a vysSetrit
otdzku konvergencie tohto postupu. Je to postup v urditom ohlade podobny
ako obvykly postup, ktory pouzivame pririeSeni tzv. problému dvoch vrstiev.
Podstatny rozdiel medzi oboma pripadmi je viak v tom, %e kym pri zrkadleni
daného zdroja na Iubovolnej rovine dostévame len jediny zrkadlovy obraz,
pri zrkadleni kaZdého zdroja na guli dostidvame nekoneény rad zdrojov, v kto-
rom st zastipené, dipélom podinajic, vSetky multipély. Postup sa tym vo
velkej miere komplikuje a po niekolkych zrkadleniach sa stiva tplne ne-
prehladnym.

Pravda, pre praktické titely nie jo treba v tomto postupe pokradovat velmi
daleko. Pri prvom zrkadleni sa toti# na guli vyskytuje v momente vznikajticeho
fiktivneho dipélu dinitel a?, v momente kvadrupélu of, v momente oktapslu a?
atd., ako sme videli vo vzorci (7a), § 2. K tymto dinitelom pri kazdom dalsom
zrkadleni pristupuje opét Sinitel a?, a8, a?. .. atd., ako sme videli v §3a§4,
a to podla toho, & novovznikajici zdroj Je dipél, kvadrupél, oktapél atd.
Preto pri nevelkych hodnotéch polomeru (a < 0,5) konverguje naznadeny
postup velmi rychle a v skutodnosti u¥ vzorec (3), § 7 vyhovuje dokonale
vietkym praktickym potrebdm. Podrobnejsi rozbor vysledkov okrem toho
ukazuje, Ze aj pri pomerne vysokych hodnotéch polomeru (priblizne poa = 0,9)
pre praktické potreby stadi uvafovat len tie ¢leny vyrazu pre potenciil, v kto-
rych ako &initel vystupuje nanajvys a1 a nizsie mocniny polomeru. Vynimku
tu do uréitej miery tvoria len ¢leny radu (3), § 7, kde u% pria = 0,7 treba brat
do tvahy aj &len s a™* a pri vidich polomeroch pripadne aj dalsie.

Ujasnime si teda jednotlivé siastkové kroky postupu zrkadlenia, ktoré vedi
k multipélom, ktorych momenty obsahuja ako &initela desiatu alebo niZ3iu
mocninu polomeru. Tomuto tidelu slizi schéma znizornens na obr. 5. Zrkadle-
nim dvojice zdrojov 4 a B na guli a v zapiti na rovine § vaniks v bode O
dipél, kvadrupdl, oktapél a Sestndstpdl (daldie vyssie multipoly obsahujt ako
¢initela vyssie mocniny polomeru, a preto ich zanedbivame). Prvy obsahuje-
¢initel a?, druhy a8, treti a? a stvrty a®. Zrkadlenim posledného zrejme neméiu
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swy

vznikat multipély s niZou moeninou polomeru ako dvandstou, a preto tieto
zanedbdvame.

Prvym krokom zndzornenym na obr. 5. sipkou I, je zrkadlenie &ﬁ@_.:
v bode O na guli v dip6l umiesteny v jej strede O a jeho stdasné zrkadlenie
na rovine S spif do bodu O. Preto najprv vypoditame &ast potencidlového
rozdielu, ktory vzniké na elektrodach M a N, ktord je podmienens touto dvo-
jicou dipélov simernych podla roviny S.

DIP KVADR. OKTAP
a a'=— a
_ V v s\\
| /
| v

_\ a "

/A

. )
5 8
a a
QE QS"I‘_. QE

Obr. &

Dvojica bodovyeh zdrojov 4 a B (V- obr. 4) najprv spodsobuje, Ze v bode O
vznikaj@ dva dipély. Ak si zvolime stradnu ststavu (z,, z,, x3), ako sme na-
znatili v obr. 4., t. j. s podiatkom v bode O, osou #; orientovanou vodorovne
Vpravo, osou z, zvisle hore (cez 0) a 0sou 3 kolmo na ndkresnd rovinu smerom
vpred, a ak dalej smeru O4 zodpovedajl smerové tenzory A;, A, A, - - -»
smeru OM tenzory a;, Gg, g, - - -» STOTU O8i Zy bi, b, bings - .-, v zmysle
vysledkov § 5, zloZky momentov uvazovanych dvoch dipélov su:

. x—1 a3 . ; .
M = g Lo Ay = Oy, My = Oy, M = Oy =0,
2 — 1 a® ’ ’

NEM ”QMX M!IMN&Q o Qmﬂu .Ng» _= - QKALNM .Ea xllQ.

Prvy z tychto dipdlov zodpoveda syteniu zdrojom ¢ v bode 4, druhy syteniu
zdrojom — g v bode B. Vysledny dip6l ma zlozky:
M, = M + M; = 2C4,, My =M, =0.
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Zrkadlenim tohto dipélu na rovine 8 dostidvame v bode O dipdl o zlozkéch:
M, = M, = 20C4,, M, = M, = 0.

Zrkadlime teraz dipél M; opif na guli, &im pristupjeme k vlastnému kroku I,

zndzornenému v schéme obr. 5, predbeZne uvazujic iba dipélovia ¢ast tohto

zrkadlenia. Podla vzorca (9), § 3, v ktorom kladieme teraz R = 2 (= 00),

M; = M;, A; = by, pre potencidl tejto dasti v bode M dostavame:

x—1 d — »—1 a® -—
Vy = ———— by M, = 5 11 .NFM biay,
ik k

(2% F 1) 4R? 2% 14K
aviak
1
by = — by =byy3 =0,
a preto
x—1 a® — x — 1\2 at
Vu=sg, 7w = nwa e _v ‘TR M

Prvy smerovy kosinus smeru ON je — a,, a preto prisluiny potencial v bode N
ﬁ Vn=—Vx,

v ddsledku &oho uvaZovany potencidlovy rozdiel na oboch mernych elektrs-
dach je: "

xl._m
ﬂ\klﬂ\zﬂmﬁsﬂmﬂww:fﬂv : ww“mn\raﬂ. (2)
v 172

Potencidl ¥V vyjadreny vzorcom (1) zodpovedd dipélu myslenému v bode O.
Aby sme vyhoveli hraniénym podmienkam na rovine 8, musime v8ak tento
dipol elte raz zrkadlit na rovine S do bodu 0. V zmysle vysledkov § 6 tomuto
postupu zodpoveda zdvojnisobenie potencidlového rozdielu na elektrédach M
a N, a preto dostivame konedne upraveny vzorec:

x— 1 N. at
2%+ 1)  RE

ﬂ:lﬂ\zﬂwA cos @ . €os 4, (3)
priom podla obr. 4.
cos p = 4,, cos i = q,.

Potencidlovy rozdiel (3) k hodnote relativnej anomdlie zdanlivého Specific-
kého odporu prispieva &iastkou:

4, = EVy— Vn) laan! va.mcbmsaﬁ.m».

q % 1 R:E:
Kladic
G = Esoonpotef & . cos @ sin? @ cos A sin% 4 (4a)
R
teda méme:
A = ab x— 1) G 4
1= a Nﬂ;lmllu... * Uy A v
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kde G, je geometricka velidina, ktord zdvisi jedine od usporiadania elektréd,
t. j. od vzdialenosti ¢&

Vyraz na prave] strane rovnice (1) predstavuje potencial dipélu v bode M.
Tento dipél je v strede gule a zlozky jeho momentu v stradnicovej sistave
znazornenej na obr. 4. st:

f o‘axlwm v-
ss_fm e\ ) mT.EMHEwHQ. {3)
Jeho zrkadlovy obraz na rovine §, vznikajici v bode O, ma ten isty dipolovy
moment .

my = My, My = my = (. (5a)
Oba dipbly m; a m; spolu na elektrédach M a N davaju potencialovy rozdiel
vyjadreny rovnicou (3).

Druhy krok znézorneny v schéme obr. 5. Sipkou IT viak predpokladd dalsie
zrkadlenie dipolu m; na guli a v zapiti opif na rovine S. Pritom viak pri
zrkadleni sa na guli stati obmedzif na vznikajtci dipél n,, pretoze pri tomto
zrkadleni vznikajice vysSie multipélové momenty obsahuja ako &initele i,
a'?® atd., a preto ich zanedbdvame.

Podla vysledkov zistenych v §3 (vzorec (9)) zlozky dipdiu =, st dané
YZOrcom: :

3
(42
Wy = -— MM'I M F&.\z

EW;@?:W zdroj m; je totiz v bode O, ktorého vzdialenost od bodu O je 2 a bod
sytenia O je v smere, ktorému zodpovedé tenzor b;;,. V prvom élene radu (9),

§ 3 kladieme preto R = 2 a namiesto 4;;, piSeme b;,. V désledku rovnic (5)
a (5a) je dalej:

N

N % —1 a3 b
T TS T e
teda:
a? 2 — 1
‘;!IQ.ENM.MALI»«% vmo;

Pouzijeme opif vzorce prezlozky tenzoru by, o ktoré sme sa opieraliuz predtym

a dostdvame:

a® Axlﬂ.u
nW=4q-

21 ILLV Ay, 1y =g = 0 (6)

Dipél n; musime este raz zrkadlif na rovine 8, pridom zlozky zrkadleného

dip6lu n; v bode O sa rovnaji zlozkim n;

-

Ry = Ny, §J§u|c
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Potencial dvojice dipélov n; a m; v bode M je podla prisludnych vzoreov:

«\‘vx Qo‘xf_ wa
MR \ 2 v 1) M

kedZe smerové kosinusy smeru ON st (— a,. a,. O). pre potencial v bode N
plati:
V= — V.

Pre potencidlovy rozdiel na elektrédach M a N preto dostdvame, kladic
A, = cos ¢, a; = cos },

9 N
Vy— Vy = a Ax 1

g S 2 +Kmv COS @ COS /.
Tento @oﬁboﬂﬁoﬁﬂ rozdiel prispieva k celkovej anomalii zdanlivého $peci-
fického odporu &iastkou:

A= (7)

q 2% 4+ 1

kde G, je opit velifina zavisla jedine od geometrického usporiadania elektrdd,
. j. od vzdialenosti & = MN:
Ecosgpeosd 1 1

= — £ cos g sinp cos A sin?i = —

;= SH:R: ) R T ()

Teraz prikro¢ime k dalSiemu kroku, ktory je vyznaceny v schénie na obr.
8ipkou III. Dvojica bodovych zdrojov 4 a B ddva najprv vznik 9.@0_9&5:
momentu M; v bode O, ktorého zrkadlovym obrazom v bode O je moment M;.
Tento dipol sme zrkadlili opaf na guli, pridom sme v8ak uvazovali z nekonec-
ného radu vznikajicich multipélovych fiktivnych zdrojov len dipélova zlozku.
Teraz budeme uvaZovat kvadrupoélovii zlozku. Pre moment 3, ako sme ui
skor uviedli, plati:

x—1 a®

E MQNAxTF

\mwv N—Nn”gm“ 0.

Zlozky kvadrupolového momentu my,, vznikajiceho zrkadlenim M; na gali
zistime na zdklade vzorca {9), § 3. V Iubovolnom bode, ktory leii od bodu O
vo vzdialenosti v smere a; potencidl tohto kvadrupélu v zmysle prave spo-

menutého vzorca je: )
V= xl_%M@ M;a (9a)
R ikt M Q-
W :

V prisludnej Sasti vzorca (9), § 3 sme pritom opat kladli R = 00 = 2 a na-
miesto A;, sme pisali by, pretoZe prisluSny smerovy tenzor, odpovedajici
smeru 00, je b;,. Potencidl kvadrup6lu sme vyjadrili wd v § 1 vieobeenym
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vzor¢om (3b), ktory mdZeme upravit pomocou vzorcov (4), pripadne (4a), § 1
pre nas pripad takto:

V=g M Mgt - (9b)

Porovndvajiic pravé strany vzorcov (9a) a (9b) zisfujeme, Ze

% x— 1 =
e ) M@EE
po jednoduchej tiprave dostdvame:

a® x—1 = a®
3»_H1wa|+w§ o= —q-

(2 — 1)
2R (2% + 1)(3x + 2)

N<@&§%&o<% moment s\:«r ktory vzniké zrkadlenim zdroja my, na rovine S,
mé zlozky:

Aibi-

b (2 — 1)?
2R (2 + 1)3% + 2)

l\sm\&”llﬁp NAM.@;T

Potencisl dvojice kvadrupélovych zdrojov my a my v bode M, ktory lezi
v rovine S, rovnd sa podla vysledkov, ktoré sme ziskali v § 6, dvojndsobku
potencidlu my; v tom istom bode. Opierajiic sa o vzorec (9b), mdfeme preto
pisat: .

a® (¢ — 1)2

Vi=—q¢- BIE Gr+ Do 13 2 M bt

Zlozky smerového tenzoru by, vystupujice v tomto vzorei, mézeme vypoditat
na zdklade vBeobecnej definicie tohto tenzoru uvedenej v § 1. Podrobnejsim
vypoétom sa moZno presveddit, ze:

by = FE = bygy = bygg = b1y = O,

kym

FE = vzw = -

el

Prave tak sa mbéZeme presvedéif, Ze:

3
Gy == Qg = 5 Wiy

VY désledku toho plati:

3 ‘
M biriey = 26190, = — ..wlawgm.,
pY]
teda
3a8 (x — 1)2 !
Vu=2q- Aa.a,.
M= SR B+ Bx + 2) 1% ,
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Kedie kosinusy smeru ON st (— ay, a,, 0), opit plati:
w\z = - .—‘\ku
a preto pre potencidlovy rozdiel na elektrédach M a N dostdvame, kladic
A4, = cos @, a; = cos A, a, = sin 4, vzorec:
Py 3a® (¢ — 1)
N=9FeRE (@x + (3% F 2)

Vu sin 4 cos 4 cos ¢.

Dalsi geometricky parameter G5 definujeme takto:

Gy = 3¢ sin »MWMW il 3£ sint A cos A sin? ¢ cos ¢ (10)
172

Prispevok tu uvaZovaného potencidlového rozdielu na elektrédach M a N
k anomélii zdanlivého Specifického odporu potom mézeme vyjadrif vzorcom:

(x — 1)
Grt B 13 (1)

A3 = a®

Zrkadlenim na guli dip6lu M; vzniks v jej strede okrem vypoditaného di-
polu my, a kvadrupblu my tiez oktapédl my,, schematizovany na obr. 5, &ip-
kou IV. K vypoétu zloZiek jeho momentu poutijeme vo vhodne upravenom
tvare tretiu z rovnic (3), § 5, v ktorej opiit kladieme R = 2, pifeme Dikl Mpls
namiesto 4, by, a namiesto M, M;. Dostdvame:

3 x—1
7
T304 F 3% Mf;

Vzhladom na skér odvodené vzorce pre M;

Mpp, =

w x — 1)2 al®
Mpln = — 37 A -4 @ur;.

wa + 1)(4x -+ 3) R?

Ak tento oktapdl zrkadlime edte raz na rovine S, dostivame oktap6l

3 (e —1)2 g0 -
109 @ T w5 3) 7 Al

Myl = —

Potencidl dvojice oktap6lov my,, v Tubovolnom bode roviny § sa podla vy-
sledkov, ktoré sme odvodili v § 6, rovna opif dvojnisobku potencidlu okta-
polu my, v tomto bode. Preto potencidl v bode M je:

v =3 (e — 17 4Y 6 12
M= qu MetnTkin = .ll% van + U:APR + wv mww_m.wm wM 1kinDieln - A v
kin N

kin

Zlozky tenzoru ay, mdieme vypoditat na ziklade ioh definicie uvedenej
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v § 1. Ak prihliadame k tomu, e bod M lezi v rovine z; = 0, g, = 0, mé%eme
Tahko odvodit tieto vzorce:

5 3 5 5 1
Q13 =3 % T % a:N”m.a%«m I(MQ? QENH,MQAQM T3 %,
(13)
@ ”ll‘—qa« a ”r@lm«ullw ”m MIIF
133 5 %15 ogy 5 % 5 (5 Qox maw@a 5 G2

%3 = o3 = Qgpg = Ggqy = 0,

Vzhladom na posledni z tychto rovnic redukuje sa stdet na pravej strane
vzoreca (12) takto:

M b1rtnar, = byinyayy,; + 3by1ratyys + 3b1190%10 + 3641350135 + 3b1o55; + by0990p5 -
kin

Zlozky by, , vystupujice v tomto vyraze, mdZeme opit vyjadrit pomocoun
zloZiek vektora b; (by = by = 0, b, = 1) na zéklade definicif uvedenych v §1.
Lahko sa presvedéime najprv o tom, %e:

F:m = Fﬁa = Opapp = 0,
a preto
M brkinThin = byiintyy + 3011990100 + 3b11asy55 - (14)
kin
Vypoétom dalej dostavame:
3 S 1
b1y =3 by19e = —3 &Cwu“w . (14a)

Vsadiac tieto hodnoty do vzorca (14) a potom do vzorca (12) po Tahkej Gprave
mame:
9 (x — 1)2 al®

Vu =15 @ + 1)(dx + 3) ek (el — dap).

Kedze viak
;=1 — a2,
mbZeme tieZ pisaft:

9 (x — 1)2 al?
7y o e . . —
V=154 @+ D(x +3) Fm haleg — ).
Lahko sa tiez presvedsime, ze:
9 (2 — 1)2 at?
Vy — V=2 = — .
T VN =2y =g (2 + 1)(d + 3)  RE:

8
a tomuto potencidlovému rozdielu zase zodpoveds dast celkovej anomglie
zdanlivého Specifického odporu

Ay, (5a; — 1)

(x — 1p2
(2« D)(dx 1 3)

— ql0
4y =a

G,. (15)

132

kde G je opit geometricky parameter merania definovany vztahom

— 9 mmMQu 2
MéZeme tu opit klist:
) : 1 1
A; = cos ¢, a; = cos 4, a,=sini, R = r R, = .
teda:
G, Hmm €os @ cos Asin? g sint A (5 sin2 1 — 1). (16a)

Tym sme vyéerpali vietky dleny vznikajtice postupnym zrkadlenim di-
pélu M;, pripadne M;, ktoré ako @initele obsahujit mocniny polomeru a a% do
jeho desiatej mocniny. Zrkadlenim bodového zdroja A na guli viak vznika
v jej strede stidasne tiey fiktivny kvadrupél M. i+ @ zrkadlenim zdroja B fiktivny
kvadrupél M7,. Oba, tieto kvadrupély spolu dévaju vysledny kvadrapél M, .

Zlozky kvadrupélového momentu M ir & M, vypoditame na ziklade druhe;j
zrovnic (2), § 5. Ak v tejtorovnici pozmenime g\ na M/, a Rna R,,dostdvame:

A T
ey wmﬂwm;.

Prislusny vzorec pre M, dostdvame zdmenou Ay na A7, kde A, st zlozky
smerového tenzoru prishichajiceho smeru OB (v. obr. 4). Pri*symetrickom

usporiadani elektréd 4 a B naznadenom na obr. 4 viak je:
”n » ” ~
an = 4y, 45 = Ayy = 0,47 = Asy, Ajy = Ay = 0,45 = Ag = — 3
a stdasne
Afp = — »Aam.

Kedze v bode B sytime zdrojom intenzity — ¢, zlozky vysledného fiktivneho
kvadrupélu sa:
8 x— 1" g

»k__Nnm UH MQ uaw,wlw. 12, Lg: = M—\.Nww = p\s‘ww W"”.W—.&uw == »v.\wu = 0. Amﬂv

Jeho zrkadlenim na rovine § vzniks kvadrupél

— § x—1 af — — - — —
4o == 5 QM.V;T!M smmﬂxrw, My =My = My, = My =M, = 0. {17a)
* e 2

X

Vplyv dvojice kvadrupélov M & & M, na hodnotu relativnej anomélie zdanli-
vého Specifického odporu je zahrnuty uZ vo vyraze (3), § 7. Dalsim zrkadlenim
kvadrupélu M;, na guli v8ak vznikd v jej strede dipél p; (3tpka V na obr. 5.)
a kvadrupdl p;, (Sipka VI), pripadne opitovnym zrkadlenim na rovine S
dipél p; a kvadrupél p,,, ktorych vplyv sme doteraz neuvazovali.
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Zlozky dipélového momentu p; méZeme vypoditat na ziklade vhodne
upravenej prvej rovnice (4), § 5:
3 x—1

= | -
Pi=T6m+1 auM bisa M o Ilau - biya M5

2% 4 1
Avak, ako sa Tahko presvedéime na ziklade vzorcov (13)
1
byip = 9 by1p = by = 0,
a preto

3 x—1 =
ﬁuulll'wlmau wx:THEE“ P =10, p3=

Vsadiac za hls; vyraz vyjadreny vzorcom (17a) dostdvame:
g 4 (e — 102
2 R (2x 4 1)(3x + 2)
Pre zlozky zrkadleného Q%Qﬁ p; platia vzfahy:

Ay

= P1» %mf%ulo

Vypotitame teraz wogsﬁma mﬁioo dipélov p; a p; v bodoch M a N podla
znamych vzorcov:

Vi = Me Pty =+ A= — 7
'L m” VT RIR @+ DBk +2) T TN

Preto potencidlovy rozdiel v bodoch M a N, ktory je podmieneny touto
dvojicou dipdlov, je dany vzorcom:
9 - at (— 1)2
" Rk @ + 1)3% + 2)
a prislu¥né &ast relativnej anom4lie zdanlivého Specifického odporu

2a8(x — 1)2 & 4,0,
2%+ 1)(3x + 2) R:ER
Z definicie tenzoru 4y (v. § 1) viak vyplyva

3 .
Ay, ”MoOm @ sin @.

w\k' QZ“M#\E”

4550,

Ay =

Ak teda kladieme:

3& cos @ sin @ cos A . .
Ge= ﬂwumus = 3£ sin® p cos g sin2A cos , (18)
1-%2

mbZeme tiez pisaf:
(e — 1)
(22¢ + 1)(3x + 2)

Bu = Pm » Q-. AHQV

184

Obratime sa teraz k vypodtu potencidlu dvojice kvadrupdlov p; m.;mﬁt
z ktorych p;, predstavuje kvadrupé! vznikajici v bode O (obr. 4) pri
zrkadleni fiktivneho zdroja M;, na guli, kym Py vzniks dal§im zrkadlenim
tenzoru py, na rovine S. Na obr. 5 tejto dasti nadej Gvahy zodpoveda &ipka VI.

Zloiky w<@&cmo_o<®7o momentu M;, sme vyjadrili u% vzorcom (17a)
a videli sme, e okrem MM, vietky zloiky sa rovnajé nule. Pre vypodet zloZiek
P pouzijeme vhodnym spdsobom upravent druhid rovnicu (4), § 5, z ktorej
dostdvame:

L M birtm M 1 = LR Ak S @M 3bigs.

P =43t 2 2 3%+ 2
ikim

Za M, vsadime vyraz, ktory sme nagli vo vzorei (17a):

4 x— 1 al®
Pitk = — 3 wa ¥ wv ..l\mEF.E».

Zlozky tenzoru i dostdvame poutijic pravidld, ktoré sme odvodili pre
zrkadlenie na rovine v § 6. Podla tychto pravidiel, ktoré sme v predchadza-
jacich tvahach pouZili uZ viackrat, potencial dvojice p; a pix v Tubovolnom
bode roviny 8§ sa rovna dvojnisobku potencidlu kvadrupdlu p;, v tom istom
bode. Preto potencidl v bode M je:

8 x— 1 ar? 4 M b
- DirQip = WIQ 33 + 2 .NwwNmM <12 . ik12@ik -

Avsak Iahko sa presvedéime, Ze pri volbe stradnej sistavy zndzornenej na

obr. 4 plati:
1

FEN = @mws = @wﬁm =0, Fﬁm = )

a pri uvaZovanom usporiadani elektrdd okrem toho je:

Uy = Oy3 = 0, @z = —

N)Ir—t

Preto stidet na pravej strane horejSieho vzorca, ktory sme pre potencidl V,
odvodili, redukuje sa na jediny ¢len:

M biroik = 201501010 = — Gyp

a pre samy potencidl V, dostdvame vzorec:

8 x—1\%2 a®
Vu=731 A.ﬂmv TR e
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Majuc na zreteli simernost usporiadania elektréd a prihliadajte na zakladngé
vlastnosti tenzoru a;,, z tohto vzorea bez akychkol'vek fazkosti opit vyplyva:

%«Z = ﬁ\iq .H\.\S —_ ~\2 = wﬂ\gu
teda
16 [ » — 1 al .
To=3 A 3% + ,vv TRy Slete
Podla definicie kladieme:
3 . 3 . .
Ay = g sinpcos g, a5, = sin Acos i
a dostdvame: v
A, = ql® I»\HI“ N. G AMOV
¢ Sx + 2 v

kde sme ako geometricky parameter usporiadania elektréd zaviedli velidinu

12£ 8in @ .cos @ sin A cos A . R ,
g = 2 4 mwmu = 12£ sin% ¢ cos @ sir® 1 cos 4. (21)
1 2

Tym sme vycerpali vietky ¢leny vznikajice postupnym zrkadlenim prvot-
ného kvadrupoélu M;, na rovine S a na danej guli, v ktorych vystupuje ako
tinitel desiata moenina polomeru @ alebo niektora z jeho ni#&ich moenin. Preto
pristipime k poslednému kroku tejto tivahy, ktory sme na obr. 5 schema-
tizovali ipkou VII.

V désledku sytenia v bode 4 prédom intenzity I v strede gule O vznika
fiktivny oktapolovy zdroj M, . Jeho zlozky uréime pomocon tretej rovnice (2).
§ 5:

ikl = Q?I_zw

Sucasne viak v bode O vzniks tieZ druhy hweme‘b% oktapolovy zdroj M7,
pretoZe sytime aj v bode B pradom intenzity — I. Vysledny oktapélovy mo-
ment bude mat zlozky:

My = My + MYy,

Vypoctom zloZiek tenzoru 4;,; moZno zistif, e v stradnej ststave, ktort

sme si pre svoje Uvahy zvolili (v. obr. 4), v désledku simernosti Gscéky 4B

vo%«@ osi QQ Emn_m <N@@r<.

? r . ’ ” . 7
? 1L u—\:ﬂ NEEM - @&Sm u—\_u« = M

133 *
‘.NM: + »:.“\_m = M5, -+ .:M\f g“uu + Enuu =0,

NM\; »EMG = wa = EM& = KMwm Eh»u = wﬂ\uu = b&muu =0

a prcto vysledny oktapolovy moment M, ma len tieto zlozky:

3

< 12 % —1 a? 12 »x—1 &
;P:HINQ?NJru > Ay EEmi,IIQ =13 R 122y
(22)
12 x— 1 &’

My =

5 1 + 3 + 3 @» Asg-

136

Jeho zrkadlenim na rovine § vznikd v bode O fiktivny oktapdlovy zdroj,
ktorého zlozky su:

m = My, Mipy = Mgy, Mygy = My (22a)
(vietky ostatné zlozky sa rovnaji nule!). Vplyv oktapélov M,y a My, na
anomalin zdanlivého Specifického odporu je zahrnuty uZ v rovnici (8), §7
(v trefom &lene vyrazu na jej pravej strane). Pri terajiej iivahe schemati-
tizovane] 8ipkou VII, obr. 5, ide len o vypodet tej dasti, ktorou k celkovej
anomalii prispieva dipél ¢;, ktory vznikd pri zrkadleni oktapdlu M, na guli
a dipdl ¢;, ktory vznika zrkadlenim dipélu ¢; na rovine S.
K vypodtu zlozZiek dipélu ¢; pouzijeme vzorec (5), § 5, ktory pre tento pripad
méZeme pisaf v tvare:

a® x—1 M
qi 8 MX & 1 &.ES kim -
kim

Sugdet, ktory je na pravej strane tohto vzorca sa vSak redukuje v désledku
toho, Ze &ast zloZiek My, sa rovnd nule, na tri éleny:
NW @..E:-@.Nti = &Sﬂlgvﬂ. + W@mwwmugnww + W@mwwugpww.
m
Z definicie tenzoru by, moino dokizat, Ze v stradnicovej siistave, ktorta sme
pre svoje uvahy zvolili, plati:

@ES == Ugjoe == Ugyzz = U111 = Usipe = @Eﬁ.
preto g, = ¢, = 0 a dipdl ¢; ma jedind zlozku
a® % — 1 - = -
h= "7 %+ 1 (byuiMian + 3b1y00 Mgy + 3byy53M 155)-

Do tohto vzorca vsadime jednak rommlo@ prislusnych zloziek tenzoru by,
{v. 14a), jednak vyrazy pre zlozky M, ktoré vyplyvaju zo vzorcov (22)
a (22a). Dostdvame:

B 9 (= — 1)%q a® _
Gy 7= = a AMN + MVAPX + wv Nwm Am:”— l_! mwﬁw AKA_.MMV
a v dosledku zakladnych vzfahov vyjadrenych rovnicami (5), § 1

9 (x —1)2 g

D=6 % + )({dx +3) B \rg.
Zlozky dipélu g; sa:
= {1, @ =1¢3=0.
Potencial dvojice dipdlov ¢; a m.. v bode M je:
.I,IIMQ _ m (-1 @
M i (2% + 1)(4x + 3y RzR: 2T
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& napitie na elektrédach M a N v dosledku toho je:

9 (¢ — 12 a0

2@ 1 1)(an | 3) Fil
Tomuto potencidlovému rozdielu zodpovedd relativna anomélia zdanlivého
specifického odporu

Vi — Vi =

A9ty -

A H.WQS (e — 1)? . §A a0
T4 (2% 4 1)(dx + 3)  RR:

Vychidzajc z definicie tenzoru 4;,; uvedenej v § 1 (vzorce 4), Tahko sa
presvedéime, Ze:

1
kﬁ.um == Mh%mhw — 1),

koneéne preto dostavame:

(¢ — 1)2
— 410
A= e T T O (23)
kde
9 cospecosd ,_ . 9 ; : L
a, lenmmwwil (5sin2p — 1) = lm.m cos  sint g cos A sin? (5 sin? ¢ — 1),

(24)
je geometricky urdend veliina zdvisla len od volby parametra &.

§9. VZORCE PRE ZDANLIVY SPECIFICKY ODPOR
PRI SONDOVANI WENNEROVOU METODOU

Na zaklade poznatkov, ku ktorym sme dospeli v § 7a § 8, Tahko si odvodime
vzorce pre zdanlivy Specificky odpor pri sondovani Wennerovou metéddou,
ak stred sonddZe je v bode C (v. obr. 4), t.j. presne nad stredom uvazovanej
gulovej vlozky. Ak si totiZ zdanlivy Specificky odpor oznadime g, méZeme
relativhu hodnotu anomdlie A definovat vzorcom:

4

€1

a ak sa obmedzime na &leny, v ktorych vystupuje nanajvys desiata mocnina
polomeru a, zrejme plati: 7
B = M BT

i=0
pridom hodnoty A; vyplyvajd z prisludnych rovnic oboch predchddzajicich
paragrafov. Preto méZeme pre Wennerovu schému pisaf vzorec:

n— 1 % —1 n-—1 x — 1

d=d g It g Htd o htd—r et
% —1 ( — 1)2 x—1
+%AN\+_V ER s T e +va+%?x+_v¢m+
(¢ — 1)2 ® —
o] @ + () 6 )
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Vychddzajic z téjto rovnice modZeme sa najprv presvediit, e sa v nej
uplatiiuje zndmy princip reciprocity, ktory spodiva v tom, Ze sa hodnota
zdanlivého $pecifického odporu nezmeni, ak premiestnime sytne elektrédy do
bodov M a N a potencidlové do bodov 4 a B.

Tento prinecip plati pre Tubovolny z prvych &tyroch élenov na pravej strane
rovnice 1 preto, lebo vo vyrazoch (2), § 7 sa pri takomto premiesteni elektrod

B NCHM A

S
OA =R .

AC = CB
MN = 26
0C = ON

[}
—

"

o

Y
i

Obr. 6

uhly » a p nemenia, ako sa presveddime na obr. 4, a tieto vyrazy su stumerné

v R, a R,. Cleny:

x — 1\2 x— 1 wf®#—1 w.
%wa+_vmr aA?tvme ¢ Aui[w_ Go
sa tieZ nemenia, lebo vyrazy pre Gy, G, a G [v. vzorce (4a), (8) a (21), § 8]

st vo p a A simerné.
Ak vo vzorei (10), § 8 piSeme A namiesto g a opaéne, dostdvame vyraz:

3£ sin® @ cos g sin?4 cos A.

Tento vyraz je totoZny s vyrazom, ktory sme odvodili pre G [vzorec (18), § 8].

Pri tejto zimene teda Gy predchidza v G5 a opalne, takZe hodnota vyrazu
(e — 1)

(2% + 1)(3% + 2)

sa nezmeni. Prevedde th istd zdmenu vo vzorei (16a), § 8, pre G, dostdvame

vyraz:

(G5 + Gs)

nmtm cos A cos @ sin? A sin® ¢ (5 sin? ¢ — 1),

ktory sa tiplne zhoduje s vyrazom (24}, §-8, ktory sme odvodili pre &,. Pre-

chadza teda podobne ako predtym G¢ v G, a opaéne, takie hodnota vyrazu
(x — 1)

2 + D(dx 1 3)

al®

(Gy+ Gq)
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zostdva tieZ nezmenend. Tym sme dokdzali, Ze sa v rovnici (1) uplatiiuje
princip reciprocity.

V pripade, Ze materidl gule je dokonale nevodivy, kladieme v rovnici (1)
x == oo a dostdvame:
I

T as@, +

1 1 1 | 1 1 )
A ”mgu.muu +M.D‘a‘m4m ..TNQ\Q.N*w + m‘aAmw«h +.W.Qwv =
+ W&.Aﬂu 4 Gy) + QE—VW AQ» + qu + IMWQL. (la)

V pripade, £e hmota gulovej vlozky je dokonale vodivd, je x = 0 a rovnica (1)
nadobuda tvar:

A= Tﬁ +wa§ +waﬁ + o ﬁ;ﬂ i @V — 2%, f‘w:éu + @) —

— a1 Tw Gy + Gy) + Wé . (1b/

§10. ZDANLIVY ODPOR PRI SONDOVANT{
SCHLUMBERGEROVOU METODOU

Pri doterajsich Gvahdch sme sa zameriavali prevaine na Wennerovu me-
todu, pri ktorej vzdialenosti elektréd vyhovuji podmienke AM = MN = NB
( = &). Uvahy, ktoré sme vykonali, méZeme vSak bez viagsich tazkosti pouzit
pre odvodenie teoretickych vzorcov pre merania s akoukolvek symetrickou
ftvorelektrédovou schémou, ak stred stmernosti tejto schémy je v bode C
(obr. 4) a ak vietky elektrody s v jednej priamke. Odvodime patri¢né vzorce
pre dobre zndmu Schlumbergerovu schému, ktord je zndzornenid na obr. 6,
pri ktorej vzdialenost potencidlovych elektr6d MN = 24 je v porovnani so
vzdialenostou sytnych elektréd 4 B = 2! nepatrnd. Hibku stredu gule O pod
povrchom § volime za jednotku dizky kladue OC = 1. Pri tejto volbe je
zrejme <& MON = 24.

Ak pri syteni elektrédami 4 a B zistujeme na elektrédach 3 a N potencidlovy
rozdiel Vy— Vy, s@@b_?% Specificky odpor pri Schlumbergerovej schéme je:

- B(Vy—TN)
0 =0 &nﬁm ’
kym pri Wennerovej schéme bolo:
- §Vu — V)
=6 DR
q
pritom v oboch pripadoch je:
_ 1o,
1= %on -

140

Preto ak cheeme prejst s Wennerovej schémy na Schlumbergerovu schému,
musime vo vietkych vzorcoch (2), § 7 pre Fy, F, atd. a vo vzorcoch (4a), (8),
(10), (16a), (18), (21) a (24), § 8 pre G,, G,,... Gy nahradif ¢ velidinou

23
=43
Vo vietkych tychto vzorcoch kladieme R, =1 a nhamiesto R, pifeme R.
Pre uhly p a u, ktoré vystupujt vo vzorcoch (2), § 7, teraz plati:

p=w— 4, h=ow+ 9, Sﬂmﬂwllﬂ.

Pre Tubovolny z Legendreovych polynémov P, pri malych uhloch § plati:

P,(cos y) = P,(cosw) — & .%
a prave tak
Polcos pu) = P,(cosw) + &« % 3

V désledku toho v rovniciach (2), § 7 piSeme namiesto rozdielov P, (cos y) —
— P,(cos ) vyrazy:
_ 25 dP,(cos w) .
dw

Pre sondovanie Schlumbergerovou metédou preto velidiny F,, F, atd. na
rozdiel od vzorcov (2), § 7 definujeme takto:

_ ml? dP,(cos w) 612 dPy(cos w)

h=—m W o= = i

_ _ 4B dPycos o) _ _ 8 dPyfcos w)

Fo=— 7 dw Fo=—m— 0. (1)
atd.

Derivicie Legendreovych polynémov, ktoré sa v tychto vzorcoch vyskytuji,
st pre nurherické vypodty tabulkované napr. u Jahnke — Emdeho (II. ruské
vydanie, 222—223).

Uhlu 2 na obr. 4 pri Schlumbergerovej schéme znédzornenej na obr. 6

zodpovedd dwo_m — . Preto pri prechode k tejto schéme musime v prislus-

nych rovniciach, ktoré sme v § 8 odvodili pre G, Gy,. .. G;, okrem ostatnych
nevyhnutych zmien tiez pisat:

cosA =4, sind=1.
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Po vykonani vietkych potrebnych zmien dostdvame:

1 . .
G “Ml%o% psin? g QuHMMI%oOmSmE»ﬂ
1 NM in2 .N: x .4
G, =35 cos @ sin® @ G, = 3l*cos psin® @
3 1 in2 9 p ik -
G, HI»IN cos g sin® @ G, ”IMN cos gsin* g(5sin®g — 1)
9 ., " 9
Gy = {2cos psin®g (2)

Vzoree pre relativnu hodnotu anomalie zdanlivého Specifického odporu mé
ten isty tvar ako pri Wennerove] metéde, (t.j. vzorec (1), §9), aviak na
rozdiel od §7 a §8 pre Schlumbergerovu schému definujeme funkcie I;
a @, vzorcami (1) a (2) tohto paragrafu.

§11. ZHODNOTENIE VYSLEDKOV NA ZAKLADE VYPOCITANYCH
CISELNYCH UDAJOV

Tab. 1. Hodnoty F; pri sonddZi Wennerovou metbdou

3 Fy 7, - Py F, Fy F, F,
0,2 0,0416 0,2268 0,6023 1,1540 1,8140 2,4710 3,0040
0,4 0,2287 0,9696 1,8570 2,3090 1,9870 0,9858 | —0,2579
0,8 0,4678 1,4210 1,7010 0,9677 | —0,0929 | —0,7018 —0,6782
0,8 0,6451 1,3670 0,9245 40,0342 | —0,3540 | —0,2415 —0,0692
1,0 0,7330 1,0820 0,3752 | —0,1358 { —0,1281 —0,0270 | —0,0181
1,2 0,7489 0,7789 0,1192 | —0,0833 | —0,0200 —0,0042 | —0,0147
1,6 0,6659 0,3599 0,0139 | —0,0022 | --0,0040 —0,0036 | —0,0020
2,0 0,6368 0,1610 0,0000 - 0,0067 0,0006 | —0,0008 | —0,0001
3,0 0,2825 0,0246 0,0032 0,0000 — — —
4,0 0,1529 0,0050 0,0012 — —_— — —
6,0 0,0551 0,0004 0,0001 — o —_ —_
8,0 0,0251 0,0001 -— e o _— —
10,0 0,0134 —_ — —_— — — —

Na konci tejto price v tabulke 1 uvadzam ¢&iselné hodnoty funkeii F,,
F,,...F, pri sondézi Wennerovou metédou nad stredom gule. Tieto hodnoty
gom vypotital pre rozliéné vzdialenosti potencidlovych elektréd od & = 0,2
do & = 10,0. Na zdklade hodndt uvedenych v tejto tabulke mozno vypoditat
priblizné hodnoty anomilii zdanlivého gpecifického odporu pre Tubovolné x»
a a podla vzorea (3), § 7.

V tabulke 2.sfi uvedené &iselné hodnoty funkeii G, Gy, ... &, tiei pre
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Tab. 2. Hodnoty @ pri sondaii Woennerovou metbédou

m QH QN Qu Qﬁ Qm Qa Q.
0,2 0,0051 0,0006 0,0154 0,0229 | 0,0143 0,05667 0,0193
0,4 0,0286 0,0036 0,0824 0,1177 | 0,0631 0,2429 0,0633
0,6 0,0685 0,0073 0,1610 0,2166 | 0,0969 0,3555 0,0640
0,8 0,0807 0,0101 0,2085 0,2587 | 0,0902 0,3418 0,0390
1,0 0,0916 0,0115 0,2199 0,2473 | 0,0846 0,2706 0,0171
1,2 0,0936 0,0117 0,2065 0,2074¢{ 0,0662 0,1945 0,0044
1,6 0,0832 0,0104 0,1522 0,1168 | 0,0369 0,0900 | —0,0036
2,0 0,0671 0,0084 0,1007 0,0566 | 0,0201 0,0403 | —0,0038
3,0 0,0353 0,0044 0,0326 0,0066 | 0,0050 0,0061 | —0,0014
4,0 0,0191 0,0024 0,0115 0,0000 | 0,0016 0,0012 | —0,0005
6,0 0,0069 0,0009 0,0021 | —0,0004| 0,0003 0,0001 | —0,0001
8,0 0,0031 0,0004 0,0006 | ~—0,0001| 0,0001 — —
10,0 0,0017 0,0002 0,0002 | —0,0001 — — —

Wennerovu metédu. Pri pouziti tabulky 1 a 2 moino preto vypoéitat
teoretické sonddine krivky pre tto metddu s presnostou na éleny, v ktorych
vystupuje nanajvys$ desiata moenina polomeru gule a.

Tab. 3. Hodnoty F; pri sondazi Schlumbergerovou metédou

1 Iy F, Iy P, Fy Fy Fy
0,3 0,0467 0,2613 0,7028 0,8626 2,184 3,032 | 43,757
0,6 0,2725 1,212 2,414 3,164 | 42,782 | 41,337 | —0,9367
0,9 0,6166 1,985 2,621 | +1,581 | —0,5597 | —2,389 | —2,830
1,2 0,9067 2,230 1,753 | —0,2008 | —1,729 | —1,723 | —0,6267
1,5 1,152 2,128 0,8606 | —0,9439 | —1,351 | —0,5864 | 40,2224
1,8 1,335 1,889 +0,2536 | —1,001 | —0,7884 | —0,0658 0,2642
2,4 1,572 1,396 —0,2730 { —0,6761 | —0,1972 | 5-0,1720 0,0861
3,0 1,707 1,024 —0,3843 | —0,3927 | —0,0304 0,0627 0,0208
4,5 1,862 0,5264 | —0,3019 | —0,1104 | 4-0,0148 0,0112 0,0002
6,0 1,922 0,3118 | —0,2023 | —0,0396 0,0084 0,0025 | —0,0002
9,0 1,959 0,1431 | —0,1007 | —0,0084 0,0023 0,0003 —
12,0 1,982 0,0822 | —0,0595 | —0,0028 0,0008 — —
15,0 1,989 0,0529 | —0,0388 } —0,0012 0,0003 — -—

Tabulka 3 uvéddza hodnoty funkeii F;, F,, ... Fy pre sondovanie Schium-
bergerovou metédou. Argumentom v tomto pripade je poloviéné vzdialenost
sytnych elektréd I, ktord sa meni od I = 0,3 do I = 15,0. Tabulka 4 udava
pre tie isté hodnoty argumentu ! hodnoty funkeii Gy, Gy,. .- G, . Na zaklade
hodndt uvedenych v tychto tabulkdch moZno vypoditat teoretické sonddzne
diagramy pre Schlumbergerovu schému pri TubovoInych hodnotdch a a x podla
vzorca (1), § 9.

Po odvodeni prisluinyeh vzorcov [najmid (1), §9.] je prirodzene prvou
lohou skiimat velkost anomalif pri rozliényeh hodnotéch a a % a zo ziskanych
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Tab. 4. Hodnoty @; pri sond4%i Schlumbergerovou metédou

1 a, G, G, G, Gy ! Gy G,
I
0,3 40,0059 | +0,0007 | +0,0178 | 40,0267 | + 0,0163 | 40,0653 | +0,0220
0,6 0,0341 0,0043 0,1022 0,1533 0,0752 0,3007 0,0755
0,9 0,0748 0,0094 0,2246 0,3367 0,1240 0,4961 0,0819
1,2 0,1133 0,0142 0,3402 0,5101 0,1394 0,56576 0,0548
1,5 0,1440 0,0180 0,4321 0,6480 0,1329 0,5319 0,0269
1,8 0,1669 0,0214 0,6002 0,7509 0,1180 0,4721 | +0,0079
2,4 0,1965 0,0246 0,5898 0,8845 0,0872 0,3489 | —0,0085
3,0 0,2134 0,0267 0,6403 0,9603 0,0640 0,2561 | —0,0120
4,5 0,2328 0,0291 0,6984 1,047 0,0329 0,1315 | —0,0094
6,0 0,2402 0,0300 0,7206 1,081 0,0195 0,0780 | —0,0063
9,0 0,2448 0,0306 0,7347 1,102 0,0089 0,0358 | —0,0031
12,0 0,2477 0,0310 0,7433 1,115 0,0051 0,0205 | —0,0019
15,0 0,2488 0,0311 0,7459 1,119 0,005 0,0132 { -——0,0012

vysledkov vyvodzovat uzdvery ¢o do praktického pouzitia odporovych metod
aplikovanej geoelektriky pre zistovanie a lokalizdciu sférickych alebo priblizne
sférickych telies. KedZe najvacsie anomalie (& uz kladné alebo ziporné) dostd-
vame pri x = 0 alebo x = o, vypodital som rad teoretickych kriviek pre tieto
krajné pripady (t. j. pre gulu dokonale vodivi alebo dokonale nevodivi).

Tab. 5. Relativne hodnoty anomalii zdanlivébho gpecifického odporu
vyjadrené v percentédch pri odporovej sondéaZi podla Wennerovej schémy

x =10
I3 a = 0,4 a = 0,5 a = 0,6 a=0,7 a = 0,8 a=10,9
0,2 —0,4 — 1,1 — 2,7 — 7,0 —19,6 — 58,3
0,4 —2,1 — 4,8 —10,7 —22,8 -—48,2 {(—102,6)
0,6 —3,8 — 8,3 —16,7 —31,1 — 54,7 — 90,8
0,8 —4.8 —10,2 —19,2 —33,6 —54,1 — 81,6
1,0 —5,2 —10,7 —19,1 —32,7 —50,7 -— 73,2
1,2 -—5,2 —10,4 —18,7 —30,6 —46,2 — 65,2
1,6 —4,4 — 8,8 —15,4 24,6 —36,6 — 51,1
2,0 —3,5 — 6,9 —12,0 —19,0 -—28,1 — 39,0
3,0 —1,8 — 3,6 — 6,1 — 9,7 —14,3 — 20,0
4,0 —1,0 — 1,9 — 3,3 — 5,2 — 7,71 — 10,9
6,0 —0,4 -— 0,7 — 1,2 — 19 — 2,8 — 4,0
8,0 —0,2 — 0,3 — 0,6 — 0,9 — 1,3 — 1,8
10,0 —0,1 — 0,2 — 0,3 — 0,6 — 0,7 — 1,0

V tabulke 5 st uvedené &iselné hodnoty:

100 Twl V
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t. j. relativne hodnoty anomalii zdanlivého Specifického odporu v percentdch
pri pouziti Wennerovej schémy a pri x = 0, v tabulke 6 tie isté hodnoty pri
% = . V prvom stipei tychto tabuliek vystupuje argument ¢. Ostatné stlpce
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Tab. 6. Relativne hodnoty anomélii zdanlivého Specifického odporu
vyjadrené v percentédch pri odporovej sond4%i podla Wennerovej schémy

X = 0
& a=0,4 a=0,5 a = 0,6 a = 0,7 a=0,8 a=209
0,2 0,2 0,7 1,9 5,4 16,0 49,3
0,4 1,2 3,0 7,0 16,3 37,3 84,6
0,6 2,1 4,8 10,3 20,8 40,2 73,9
0,8 2,6 5,7 11,4 21,3 38,0 65,0
1,0 2,8 5,8 11,2 20,0 34,1 56,3
1,2 2,7 5,6 10,4 18,0 29,9 | 48,0
1,6 2.3 4,6 8,3 13,9 22,2 34,4
2,0 1,8 3,6 6,3 10,4 16,2 24,5
3,0 0,9 1,8 3,1 5,1 7,7 11,3
4,0 0,5 1,0 1,7 2,7 4,0 5,8
6,0 0,2 0,3 0,6 0,9 1,4 2,1
8,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,6 0,9
10,0 0,0 0,1 0,1 0,2 0,3 0,5

predstavujG sondaine diagramy pri rozliénych hodnotéch @ (od 0,4 do 0,8).
Prisluind hodnota a je pritom uvedend v zdhlavi kazdého stipca.

Percentuslne hodnoty relativnych anomalif zdanlivého odporu pre Schlum-
bergerovu met6édu st uvedené v tabulke 7 (pre x = 0) a v tabulke 8 (pre
% = o). Obe tieto tabulky st zostavené podla tej istej schémy ako tabulka 6
a 7, len s tym rozdielom, Ze ako argument tu vystupuje v prvom stipei polo-
vi¢na vzdialenost sytnych elektrod I

Tab. 7. Relativne hodnoty anomélii zdanlivého $pecifického odporu
vyjadrené v percentéch pri odporovej sondé%i podla Schlumbergerove]j
schémy x =10

1 a=02|a=03}a=04} a=905 a=06| a=0,7 aHoumM
0,3 —0,0 —0,2 -— 0,5 — 1,2 — 3,1 — 7,9 —22,1
0,6 —0,2 —0,9 — 2,5 — 6,0 —13,5 —29,3 —62,9
0,9 —0,5 —1,9 — 5,1 —11,3 —23,0 —43,2 —175,6
1,2 —0,8 — 2,7 — 17,0 —14,9 —28,5 —49,9 —179,4
1,5 —1,0 —3,4 — 8,4 —17,5 -—32,2 -—53,9 —81,8
1,8 —1,1 —3,8 — 9,4 —19,2 —34,6 — 56,4 —83,2
2,4 —1,3 —4,4 —10,7 —21,3 —37,2 —59,0 —84,56
3,0 —1,4 —4,7 —=q 1,8 —22.3 — 38,5 — 60,2 —85,0
4,5 —1,b —5,1 —12,1 —23,5 —40,0 —61,6 —85,8
6,0 —1,5 —5,2 —12,3 —23,9 —40,5 —62,0 —85,8
9,0 —1,6 —5,3 —12,5 —24,1 —40,8 —62,1 —85,9
12,0 —1,6 —5,3 —12,6 —24.3 —41,0 —62,6 —86,0
15,0 —1,6 —5,4 —12,6 —24.3 —41,1 —62,5 —86,0

Okrem tychto tabuliek som vypocital tieZ sondaZny diagram pre pripad
pomerne malého odporového kontrastu » = 2,0 a velkého polomeru a = 0,8,
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Tab. 8. Relativne hodnoty anom4liif zdanlivého Specifického odporu vy-
jadrené v percentdch pri odporovej sonda%i podla Schlumbergerovej
schémy »x = w

1 a=02|a=03| a=0,4 )| a=05 a=06 { a=071 a=20,8
0,3 0,0 +0,1 + 0,2 -+ 0,7 + 2,0 + 5,8 4+ 17,4
0,6 +0,1 0,5 1,4 3,6 8,7 20,5 47,1
0,9 0,3 1,0 2,7 6,5 14,1 28,5 54,1
1,2 0,4 1,4 3,7 8,4 16,9 3.8 55,6
1,5 0,5 1,7 4.4 9,6 18,7 33,5 56,5
1,8 0,6 1,9 4,9 10,4 19,7 34,4 56,8
2,4 0,6 2,2 5,6 11,3 20,7 35,2 57,0
3,0 0,7 2,4 5,8 11,8 21,2 35,6 56,8
4.5 0,7 2,6 6,1 12,3 21,8 36,0 56,7
6,0 0,8 2,6 6,3 12,4 22,0 36,1 56,7
9,0 0,8 2,6 6,3 12,5 22,0 36,1 56,6

12,0 0,8 2,7 6,4 12,6 22,1 36,2 56,6
15,0 0,8 2,7 6,4 12,6 22,2 36,2 56,6

Ciselné hodnoty tohto diagramu, ktory je platny pre Schlumbergerovu metédu,
st zostavené v tabulke 9.

Tab. 9. Relativne hodnoty anomélii zdanlivého Bpecifického odporu pri
sond4¥i podla Schlumbergerovej schémy, » = 2,0, a = 0,8

1 1004 1 1004
0,3 +6,2 3,0 |+21,3
0,6 17,2 45 21,3
0,9 19,9 6,0 21,3
1,2 20,8 9,0 21.3
L5 21,0 12,0 21,3
1,8 21,2 15,0 21,3
2,4 21,3

Pri numerickych vypodtoch sa ukazuje, Ze pri hodnotich a = 0,7 rad

g #—1 mxl.uwﬂ qx|-u o ¥ — 1
Sy htdg gt d gy lste ey alat
nekonverguje dostatoéne rychle. K vypodtu tabuliek 5 —9 som preto pouil
namiesto (1), § 9 rozsireny vzorec a zaviedol som dalsie éleny s Fg, Fg a Fy.
Tento vzorec ma tvar:
7
1
A= M i * " p oL@,
“ (n+1)x+n n+ G
n=1
kde G znamena stdet vietkych dlenov vo vzorei (1), § 9, v ktorych vystupuji

G, Gy, Gy, ... Gy
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7 tabuliek 5 — 9 vidief, Ze anomilie spdsobené gulovou vloikou nie st
pomerne velké. Pritom vodivé gula uloZend v slabSie vodivom prostredi spd-
sobuje vidsiu relativnu anoméiliu ako nevodivd gula toho istého polomeru
a ulozend v tej istej hlbke v prostredi s vysokou vodivostou. Toto moZno
konstatovat pre Wennerovu, ako aj pre Schlumbergerovu schému, ak po-
rovndme vysledky v tabulkdch 5 a 6, resp. 7 a 8. Vodivé teleso uloZené
v slabo vodivom prostredi je preto vhodnejsim objektom pre sledovanie od-
porovou metédou ako nevodivé teleso vo vodivom prostredi pri tych istych
rozmeroch a geometrickych pomeroch uloZenia.

Pri porovnani tabulky 5 a 7, pripadne 6 a 8 vidime, Ze Wennerova me-
téda pri tych istych fyzikilnych a geologickych podmienkach ddva mensie
hodnoty anomalif ako Schlumbergerova metéda, ktord teda po tejto stranke
je vyhodnejsia, prave preto viak je na vietky druhy inhomogenity uvaZovaného
polopriestoru citlivejiia. Tieto inhomogenity sa daji schematizovat sférickymi
telesami. V praxi id> najmsa o inhomogenity povrchovej oblasti. Tato okolnost
treba uvézit tym viac, lebo z pridin, ktoré vkratkosti uvdZime neskor, sondazne
krivky ziskané Schlumbergerovou metédou aj pri znacnej povrchovej inhomo-
genite moiu mat hladsi priebeh ako krivky ziskané Wennerovou metédou,
a preto moiu zvidzat k nespravnemu predpokladu, Ze Wennerova metéda
podlieha rusivym vplyvom takejto inhomogenity vo vadsej miere.

Ide v podstate o to, e kym pri Wennerovej schéme charakter sondéZnych
kriviek predstavovanych v tabulke 5 a 6 je trojvrstevny (t.]. podobny ako
v pripade troch vodorovaych rovinnych vrstiev), zatial charakter kriviek
zodpovedajicich Schlumbergerovej schéme, ako vidime z tabulky 7, 8 a 9,
je vyrazne dvojvrstevny. Napr. pri » > 1 Wennerov odporovy diagram pri
vzrastajiicom & najprv postupne stipa, pri urditej hodnote &,,, vSak dosahuje
svoju najvadsiu hodnotu a potom opét klesd, priblizujic sa asymptoticky
hodnote platnej pre & = 0. Naproti tomu diagram ziskany za tych istych pod-
mienok Schlumbergerovou metédou nevykazuje maximum a pri vzrastaji-
com [ stipa takmer vo vietkych vypoditanych pripadoch monoténne (s vy-
nimkou pripadov a == 0,8, tabulka 8) a pribliZuje sa asymptoticky uréite]
hodnote, ktord je totoznd, alebo velmi pribliZne rovnd maximu anomaélie.
To isté plati aj v pripade » < 1, prirodzene v8ak v opatnom zmysle.

Preto napr. pri Wennerovej metode kazdé sférickd (alebo priblizne sféricka)
inhomogenita povrchovej oblasti v blizkosti stredu elektrédovej ststavy dava
pri dostatodnych rozmeroch a pri dostatoénom odporovom kontraste na od-
porovom diagrame ostry vybeZok (,,zub‘), avsak pri zvatSovani vzdialenosti
elektréd vplyv inhomogenity postupne mizne. Naproti tomu pri Schlumberge-
rovej metéde, kde vzdialenost potencidlovych elektréd zostdva za sondovania
konstantna, vplyv inhomogenity vzrastd najprv pomerne rychle, neskdr po-
maldie, a% do ustilenia a potom zostdva konStantny. VybeZok na odporovom
diagrame bud vébec nevznika alebo nie je vyrazny, zato viak vplyv inhomo-
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genity sa zvagsovanim vzdialenosti / medzi sytnymi elektrédami nedd odstranit
a uplatiiuje sa pri dostatotne velkom I v kongtantnej miere do fubovolnych
hibok.

Fakt, ktory sme tu konstatovali, mo#no objasnit tiez takouto elementarnou
avahou. Zo vzorcov (2), § 7 je zrejmé, Ze vietky hodnoty F; pri Wennerovom
usporiadani konverguju k nule, ak £ vzrastd k nekonednu a z prisludnych
vzorcov § 8 [(4a), (8), (10), (16), (18), (21), (24)] pri tomto usporiadani vy-
plyva to isté aj pre vietky hodnoty G;. Preto:

limd = 0.
= w®

Pri Schlumbergerovom usporiadani je naproti tomu podla vzorcov (1), § 10:

lim F, = — M.A&u%omevv —
15 o do @=-3
ImF; =0 ak ¢ = 2.

> o

Kedie plati, ako sa fahko z obr. 6 presvedéime,

lim 2sin?g = 1, lim%sint¢ =0,
1@ > x

zo vzorcov (2), § 10 dostdvame:

1 3 9
im @, = i =, im Gy = — im G ==,
Nmﬁ =T meeQ 33 .anﬁu 1 mwm«w . g
lim G = lim Gy = lim Gy = 0,
> w» Il ® I+ ®

a preto pri tomto usporiadani je:
x—1 aan.»va 3a8 (¢ — 1)2

R at 3a8
limd =20 o7+t \5 1) YL B UG+ 2)

+aeAx|H,‘u+wQS (% — 1)?

|+|

32\ 2¢ + 1 ) Bx+£§+$%o.

Bolo by iste velmi zaujimavé vysetrit po tejto stranke tieZ iné sondovacie
metody. Zdé sa totiz, Ze vietky metoddy, pri ktorych pri sonddzi postupne
zvidSujeme obe vzdialenosti 4B a MN tak, Ze AB - o 3 tiez MN - «,
chovajt sa podobne ako pri Wennerovej metdéde, kym vietky ostatné metédy,
pri ktorych MN (alebo AB) je konStantné alebo zostdva konedné aj pri
AB > o (MN — »), chovaja sa podobne ako pri Schlumbergerovej metéde.

Zaujima nas prirodzene tieZ velkost odporovych anomalii a z praktického
hladiska zvidst dolezita je otizka, aky musi byt pri danej hibke polomer gule,
aby jej odporovy ug&inok! bol na zemskom povrchu meratelny. Pravda, od-
porové udinky zavisia pritom tieZ od pomeru gpecifickych odporov x. Rela-
tivna presnost odporovych merani je normalne asi + 59%,. Ak chceme urditi
anomaliu interpretovaf, musime nevyhnutne pozadovat, aby jej velkost do-
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sahovala niekolkondsobok tejto percentuéinej hodnoty. Mienky praktikov sa
%o do spodnej hranice interpretovatelnosti velmi rozchadzaji. Ak vsak po-
vajujeme 8 = 209, za tto spodnt hranicu, tito je skor prilis nizka ako prilis
vysokd. Potom viak vysledky vypoétov zhrnuté v tabulke 5 a 6 ukazujy,
%e aj v pripade najpriaznivejsich odporovych kontrastov musi byt pri Wenne-
rovej metode pri x =0 @ >>0,6 a pri x = » a = 0,7. Onielo priaznivejsie
vysledky v tomto ohlade déva Schlumbergerova metéda, kde pri x = 0 musi
byt a= 0,5aprizx=woa = 0,6 (v tab. 7 a 8). Aviak aj pri tejto metéde musi
byt napr.a 2 0,8, ak x = 2, ako vidime z tabulky 9.

Poloha maxima anomalie v sonddznom diagrame (&, g) pri Wennerovej me-
t6de zavisi od hodnoty polomeru a. Ak mnapr.a = 0,4, maximum anomdlie
dostavame pri & ~ 1, kym pri @ = 0,8 nastdva maximum uz pri & ~0,6.

Je prirodzené, Ze zdporné anomélie mdZu dosahovat nanajvy$ relativau
hodnotu — 100%,. Tejto hranici sa pri Schlumbergerove] metéde pribliZuje
u% hodnota — 86%,, vypotitand pre » = 0, a = 0,8.

Mozno viak usudzovat, %e ani kladné anomalie nebuda dosahovat hranice
+1009%,, ak len povrch gule nepretina zemsky povreh (teda ak a < 1). Vy-
plyva to uZz zo zisteného faktu, Ze v tomto pripade dokonale vodiva gula
v slabgie vodivom prostredi spdsobuje vidsiu zéporni relativhu anomaliu ako
je kladnd anomalia dokonale nevodivej gule vo vodivom prostred{ pri tych
istych geometrickych podmienkach.

Doslo diia 10. janudra 1954.

Katedra banickeho meralstva a geofyziky
Vysokej Skoly technickej,
Kodice.

LITERATURA

1. Landau-Lif8ic, Teorija pola, 2. vyd., §§ 39—41.

2. Lipskaja, Anomalnoje pole lokalnoj neodnorodnosti s konetnym znateniem clektro-
provodnosti. Izv. akad. nauk SSSR, No 6, 1953.

3. Zaborovskij, Zadada o sfere v teorii elektrorazviedki. Bjull. neftjanoj promySlen-
nosti II. 1936.

4. Huber, Die Randwertaufgabe der Geoelektrik fur Kugel und Zylinder. Zschr. {.
angew. Mathem. u. Mech. 10/11, 1953.

O [IOJIE BJIEKTPUYECKOI'O TOKA B OJHOPOITHOM
MMOJAYIOPOCTPAHCTBE COIEPZKAIIEM IMIAPOOBPA3HVYIO
BRJIAIKY C OTJINYAIOIIENCHA IIPOBOJIMMOCTLIO
TUBOP KOJBEHIAEP
Busonaw

IMocne pe3sMUPOBAHAA OCHOBHLIX GCOOTHOIIGHNE Teopuu fnoJdA TOKA M TEOPHN IHaPo-
Borx QyHuimui, B § 2 pacemorpena npobieMa WO TOKA B OCCKOHEYHOM OZBOPOIHOM
NONYIPOCTPAHCTRE COJCPHIALICM wapoobpasayio Braaaky. Paccmarpmpsemoe wosie nn-
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TAeTCa TOUETHLIM VICTOYHWKOM HAXONAMAMCA BHe mApa. BrBemenu COOTBECTBYOMMA e
COOTHOWMEHHEA A NOTEHNHANA.

B §3 reopns pacmmpena m paccMOTpEHO mnETANEe IHIONHHBIM HeTOuHAKOM. Ecmm
A, Aiety Aiaty, . . . 0003HAYAOT KOMIOTEHTE! TEH30POB HANpaBJIeHHA JJIA COCHAHNTENE-
HOH NEATpa 1mapa M MCTOYHHKA, ONpEeNeNAeMEIX BHPMEHUAMA 4 § 1, ag, azy, agr, — mno-
n06HEM 06pasoM onpenenaeMEe KOMIOHEHTR TEeH30POB HANDPABJIEHNA JJIA COEAMHHTENLHOR
menTpa miapa m suoGoit ToukM P, TO TOTEENAAN B HTOH TOUKe BRIDAJKAETCA COOTHOLIE-
Hpava 9 (mm 10) § 3, CMOTPA HO TOMY, HAXORETCA-TH 5T4 TOYKA B BHelIHeH obnactn nnm
BHYTPH miapa (10J107KenAe H306parkeno Ha puc. 1, rie oGEACEARTCH ToNe JHAYCHEE BENHTHE
¢, R, 1). B sTEX Bupaxennax M; 0603naTaeT KOMIOHEHTH IHTOIBHON0 MOMEHTA HMCTOTHEKA
B m0Goil NpAMOYroNEHOR KapTeawaHCKOM CHCTeMe, ¥ €CThL OTHOIIEHHE YJeJbHOTO CONPOTR-
BJIeEWA mapa {g,) K yAeABHOMY CONPOTHBIEHAI) B BHeIIRed 06IacTm (04)-

B §4 pemrena rtaxe camas npobnema mam ClIygas NATAHUA KBAaAPYIOJLHEIM M OKTa-
HONILHEIM TCTOYHEKAME. B enyvae KBajpynoneHOTO NHTAHAA NOTENORA] B BHEIHelH
o6nacty onpenesen GecKOHEYHMM pajoM 7, B cJry9ae OKTaNOJNBHOIO HaCENIEHHA OH ONpe-
AeseTCA PANOM, NEePBHH 9eH KOTOPOro NPEBEeH B COOTHOWCHWE 9 § 4. B srEx BHEIpa-
meHAAX M wiu My 0603HAYAIOT KOMIOHERTE MOMEHTA KBaZpYNOJILHOrO MAM OKTANOJIb-
HOTO MCTOYHHKA, 3HAYeHWe NPYIEX BEIMIMH TOKe CaMoe Kak B § 3.

B § 5 paccMaTpWBAmOTCH OTHENLHE WiIeHH GeCKOHETHRIX PANOB, KOTODEE ONPERENAIOT
noTeAmMan B of1acTH BHe WAPA NpH THTAHME TOYEYHEIM, JAUIONBHRIM, KBaXPYIOJLHBIM
UM OKTANO/ILHLIM MCTOTHUKOM. JTH WISHH ABAAITCA KK MOTERNMANA (MKTHBHEIX MYJIb-
THIOJBHRIX MCTOYRHKOB B DeHTPe mapa. B § 6 paccmarpusaercs Bonpoc sepranenns obmumx
MYJIBTANOJILHEIX WCTOYHIKOB HA NJIOCKOCTH.

B § 7 namo npnGnmsnrensnoe pemenme npo6iemu TEOPETHYECKOR KPHBOH 30HAMPOBAHMA
BLIDAAAIOUIeH NBYTOYEUHOE HACHIICHNE B CJIYyIae CHMMETPHYIECKOro OPAMOJIMHERIHOTO
PACTIONOMERHA 3NEeKTPONOB 1O cncTeMe Berrepa mwrm no moGoi apyroit cucteme; npu atoM
IeRTp mamepenms C DPacHolloykeR Ha 3eMHOH NOBepPXHOCTH, BEPTHAKAIBHO HAX NEHTPOM
wapa. O6mee nonomenne n306paxkeno Ha puc. 4, Iile BOSMOMKHO HAHTH 0GBACHENUe 3HA-
HEHHA HEROTOPRIX BeJWINH, HAXOAAWUXCA B COOTBECTRYIOMWX COOTHOIWEHNEAX. VpasHe-
HUAMU 2, B KOTOPEIX Py, P, P, ... o6osHauawoT COOTBECTBYIOINe noanHoME JleskaHapa
n &= MN — paccTOfHHMEe NOTCHIUAIbHEIX 2JIEKTPOROB, ONPENleNAETCH NPENRIe BCEro
pag Pymxnnit F;. Ecim g ofosHavaer kaxmymeecs YyRedpHOE CONPOTHBJICHME IIPH paccMa-
TPRBACMOM  DACNOJIOKEHHH, OTHOCHUTENLHYIO AaBOMANMI KAKYIIEroCH CONPOTHBICHEA
4y = @ /ey — ! Bupamaer npubnmsmrensrans gopmyna 3. §7.

Tax war ata ¢opmyna npencrasiser coGoil ToIbKO npubnn3uTesibHOe, WHOrZA BeChMa
HeTouHOe pemrenme, B § 8 BuBeNeHH Gollee TOYHLIE COOTHOMICHHS JJIA MeTOHA Bennepa;
NpH 3TOM HAMEUEH ¢n0cO6 TOYHOTO PelreHHA MyTEM NOBTOPWTENBHOIO 3CPKASHMS HA IJIOC-
KOCTH, npencTaBaAiomeR co6oll 3eMRYI0 HOBEPXHOCTH B HA NOBEPXHOCTH mapa. OxoHua-
TenpHaA QOPMyZIa, KOTOPAA, OXHAKO, OHATH TOMBKO npubnmsuTensHasA, HO MDA 3TOM OHa
YROBJIETBOPAET N0 TOYHOCTH BCEM NPAKTHYECKHM TPeGOBAHMAM, mOKa a <7 0,9 mmeer cie-
AyOmui BHA:

1

x—1

- x—1 (x — 1)
l~§+»vx+§

4 o s
NiLv Gt ey G+ +

a2nt1F 1 of A

sfx—1\3 . sﬁ (e — 1) x—1\2
$a ?JEV M O G ) GO @J&v &)
rre dynknun Fy, F7,, . .. F, onpegesienn Bupaxennamu 2, § 4, dyaxuumn Gy, G,, . .. G,

ompejenen BLpaxenunmu 4a, 8, 10, 16a, 18, 21 u 24, § 8. Ata fopmyna ana oTROCHTENL-
HOM BCTIMYMERl AHOMITINN K3MYMEIOCA OTHOCHTCABLEOIO CONPOTELAEHNA IPH TeXIKe CaMuIX
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VEAOBHAX Bhpakaer moboe Apyroe cAMMETPHRYECKOE PACLOJIOKEENE SNEKTPOAOE, HO TOJIBKO
nocjie maMencnnA sennmuwisn Qyrenui F;u G; . B § 10 onpenensotes 5TH yBKIOUH ypaB-
HeANAME 4 ¥ 2 [NA pacmosioMieEmA 3neKTpofgoB no cnocoby Himymbeprepa. ITpn atom
3HAYeHPe BeJMYME BCTYNAOMEX B 3TH QopMyinl obbsacHeRo Ha puc. 6. 3mazemma sTmx
$yurnumi aaa merona Benmepa cobpannt B Tabnunet 1 u 2, mmenno gag 13 pasnnix spavenni
MN = £ 0t 0,2 po 10,0. Ecnu BeTannth 3HaYeHOA faHHble B atux Tabnnnax B dopmyny man
BLIYACIEHHS OTHOCATEIBHEIX BelIMINE aHOMANAYE KAMYIMErocA CONPOTHBIEHU S, MOKHO C JO-
CTATOYHOMH TOYHOCTRIO BRIIHCIIATE TEOPETHYECKIE KPABEE 30BIAPOBAEAA 1A moboro a < 0,9
n nodoroe x. B tab. 5 w 6 BHMECIEHH 3TH TeopPeTHdecKMe KPUBHE AiuA Merona BeHHepa
TIpAMeHseMoro B o60MX HpelelbHRX caydanx x = 0 # % = oo. IIpn sroM a npmoGperaer
snazesma 0,4, 0,5, ..., 0,8. Jna meroma Illlnymbeprepa Brramcliedsl COOTBECTBYIONIFE
kpuBEe (x = 0 Enm-Ke x = o, a = 0,2, 0,3, .. ., 0,8) B 126. 7 m 8.

Tabnmna 9 coorsectByer pacmonomenmio HlmymGeprepa opm a = 0,8, » = 2,0.

PeswommpoBaEde pe3ynsTaroB B § 14 NDABOSET K HECKONEKHM 3aMeYaTeNbHEIM CHER-
CTBHAM, U3 KOTOPHIX BajKHEee BCeX:

1. OTHocWTenbHEIE 3HAYEHHA AHOMANMAd [iA o0OMX paccMATPEBAEMEIX PACHOJIOMKEHHH
(TakKe KaK B ciydae IPYIHX CHMMETPHYIECKHX YCTaHOBOK) Gompme npm x = 0 (upo-
BOJAMMEE mMap B IJOX0 NPOBOAAILeH Cpeje) UeM Npu » = oo (BeODPOBOJANINA IUAP B OpO-
BORINEH cpene).

2. Ipr ycramosxe HlnymGeprepa aHOMBNHE CyINECTBEHHO OOJBIDME YeM NIPH PACHOJIO-
wennn Bemnepa. IIpm srom ar0 pacmosiowenne Gosee 4yBCTBUTERABHO K moGrM KBasmcde-
pHUYeCKEM HEOAHOPOIHOCTAM B IIOBepXHOCTHOH obaacta.

3. B oranmunme oT 0OKYHOIO ClIy9as FOPH30HTANEHOIO HACIOEHAA B caydae WapooGpasHoi
BRJIAJKH paccMaTpHBaeMble B3 METONA HPHBOAAT K BechMAa OTIHYAIOMIMCA Pe3yIbTaTaM.
ViKe OIMH XapaKTep KPUBHIX 30HIAPOBAHUA OT/IHIaeTcA. MesKy TeM Kak NpHMeHAd MEeTOX
Bemnepa #pm fpocratouHO OOMBMIEX ¢ M JOCTATORHOM KOHTPACTe CONPOTHEBIEHDH @, g
3TH KPHUBHIE OTAMIZIOTCA SICHO BHIPAKCHHBIM MAKCHMYMOM HJM MHHHMYMOM M HO3TOMY UX
Xapaxrep ACHO TPEeXCJIONHEI (AHAJNOIMYECKM € TOPH30HTAILHLIM HACJIOEHUEM), KpPUBEIE
coorsercreywomee ycranoske [Inymbeprepa MmonoTORHO BO3pacTaloT (% > 1) B MOHOTOHHO
yOuBator (x < 1) W ¢ yBeJd@ueHHeM pACCTOAHHA HNHTAONINX 3JIEKTPOJOB ACHMNTOTH-
4ecKH NpuOMKAITCA K M3BECTHOMY BeDXHeMy NIIM HIDKHEMY Ipegely H OTIHIANTCH
AICHO BRIPAKEHHKIM JIBYCJOHHEIM XapawrepoM. JToT (aKT, KOTOPHH HMeeT MeCTo y Beex
MeTOf0B, Tjie npu AB — o paccrofane M 0CTaeTCHA KOHEYHBIM, BHITERIGT B JAHHOM Ciydae
u3 toro, yro F,, Gy, Gy, G, G, mMelor npeflen ornmyaomuiics or myaa. C aram obcroa-
TEBCTBOM HAJ0 CYMTATHCA IPH BCEX 30HIOBHIX M3MEDeHUSX ¢ MAJLHM PacCTOAHHEM HOOTeH-
OHAJTBHKX 3JEKTPOAOB, TAK KAK HEOXHOPOAHOCTH, Pa3MEPhI KOTODHIX COM3MEPHME! ¢ Be-
JMAYUHCH YNOMAHYTOIO PACCTOAHHA WIH ABIAIOTCA OONBIIEME, 3arpysKalT HNOCTOAHHOH
omnbKoit Bce MaMepeHHs fo nobux raybmm. 3Ta omnbKa ¢ yBeludeRMeM PaccTOAHEA AB
BOBCE He yCTDAHAETCH.

4. UrobBl pacemaTpHBaeMBll Map BEIBEBANI JOCTATOUHO OONbluMe AHOMAJMH, NOCTH-
rajomue Ho KpaiHei Mepe + 20 %, NOGKHO ORITH TOKe B NIpEReNbHHX CIy9aax = = 0
M % = o upy npuMeHesun Metopa Illmymbeprepa e = 0,5 mm-ke ¢ = 0,6, npr upam-
MeHeHIH Mertoja Beumepa a = 0,6 mnm ¢ = 0,7.
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DAS GEOELEKTRISCHE STROMFELD IM HOMOGENEN
HALBRAUM IN ANWESENHEIT EINES KUGELFORMIGEN
FREMDKORPERS

T. KOLBENHEYER, KoSice

Zusammenfassung

Nach einer kurzen Rekapitulation der notigen Sitze und Formeln aus der Theorie des
Stromfeldes und der Kugelfunktionen in § 1 wird in § 2 das Problem des Feldes eciner
punktartigen Stromquelle im homogenen unendlichen Raume geldst, der einen kugel-
férmigen Fremdkdorper abweichender Leitfihigkeit einschliesst.

In § 3 wird die Theorie auf den Fall einer Dipolquelle erweitert. Bedeuten 4, 4 ikl
A jtim> .. . die Komponenten der Richtungstensoren die durch GL 4 § 1 definiert werden
und der Richtung vom Kugelmittelpunkt O zur Quelle Q entsprechen, so gilt firr das
Potential in einem beliebigen Punkte P Formel 9, bzw. 10. § 3 je nachdem sich dieser
auferhalb oder innerhalb der betrachteten Kugel befindet. Dabei stellen ay, azy, .. . in
analoger Weise definierte, der Richtung OP entsprechende Tensorkomponenten dar,
withrend M; die Dipolkomponenten der Quelle bedeutet. Die Situation ist in Abb. 1. ver-
anschaulicht wo auch der Sinn der in den erwihnten Formeln auftretenden Grofien a,
R und r néher erklirt wird. Das Verhiltnis der spezifischen Widerstinde des kugelférmigen
Kérpers und des iibrigen Raumes wird dabei mit p, : 9, = »x bezeichnet.

In §4 wird dasselbe Problem fiir eine Quadrupol- bzw. Oktapolquelle geldst. Im
ersten Falle wird das Potential im Aussenraum durch die Reihe 7. § 4 bestimmt, im
letzteren durch eine Reibe deren erstes Glied in 9. § 4 angegeben ist. M, bzw. M,y
bedeuten dabei die Komponenten der Quadrupol- bzw. Oktapolquelle, wihrend die Be-
deutung aller {ibrigen Groflen dieselbe ist wie in § 3.

In § 5 werden die Glieder der fiir das Potential im Aussenraum abgeleiteten Reihen
als Potentiale im Kugelmittelpunkt befindlicher fiktiver Multipolquellen gedeutet. In §6
wird die Spiegelung beliebiger Multipolquellen an einer Ebene erdrtert.

In § 7. wird eine Néherungsformel fiir den scheinbaren Widerstand beim Wennerschen
oder einem beliebigen anderen symmetrischen Elektrodensystem abgeleitet, wobei sich
der Sondierungsmittelpunkt C senkrecht itber dem Kugelmittelpunkt O befindet. Zur
Erklérung der hierbei auftretenden GréBen und Symbole dient Abb. 4. Durch Gl. 2. §7
wird zunéchst eine Folge von Funktionen F,, F,. ... definiert, wobei P, P,, P, ... die
entsprechenden Legendreschen Polynome, & = MN die Entfernung der Potentialelektro-
den bedeutot. Bezeichnet g den scheinbaren Widerstand bei der betrachteten Elektroden-

[4

anordnung, so gilt fir die relative Anomalie — — 1 = 4, die Néherungsformel 3. § 7.
&1

Diese Losung stellt jedoch nur eine ziemlich rohe Annsherung dar. Es wird daher
in § 8 zundchst die Moglichkeit einer strengen Lésung durch sukzessive Spiegelungen
an der Kugelfliche und der Erdoberfliche angedeutet, sodann werden genauere Formeln
fir die Wennersche Methode abge'eitet. Die schlieffliche Niaherungsformel
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worin F, die in 2. § 4 definierten Funktionen bedeuteten withrend @4, G,, . .. G, der Reihe
nach durch Formeln 4a, 8, 10, 16a, 18, 21 und 24 § 8 definiert sind, diirfte allen praktischen

||. u
+imﬂ$v 6, +av|

Anforderungen geniigen sofern nur a < 0,9 ist. Bet denselben Bedingungen gilt diese
Formel auch fiur beliebige andere symmetrische Elektrodenanordnungen, wobei jedoch
die Funktionen F, und G, fir verschiedene Schemen in verschiedener Weise definiert,
werden miissen. So sind z. B.in Gl 1.und 2. § 10 die betreffenden Ausdriicke fiir die
Schlumbergersche Anordnung angegeben, wobei die Bedeutung der hier auftretenden
Grofen sich aus Abb. 6. erklirt. Fur die Wennersche Anordnung sind alle diese Funktio-
nen in Tab. 1. und 2. tabelliert, wo & = MN dreizehn verschiedene Werte (von 0,2 bis
10,0) annimt. Fir die Schlumbergersche Anordnung gelten die entsprechenden Tabellen 3.

und 4, wo i = W AB ist und sich von 0,3 bis zu 15,0 dndert. Als Liangeneinheit dient in

allen betrachteten Fillen die Tiefe des Kugelmittelpunktes unter der Erdoberfliche.

Auf Grund dieser Tabellen wurden in beiden Fillen theoretische Widerstandskurven
berechnet, und zwar fur die extremen Fialle x = 0 und » = . Die entsprechenden
Zahlenwerte sind fur die Wennersche Methode (¢ = 0,4, 0,5, ... 0,8) in Tab. 5. und 6,
fur die Schlumbergersche (¢ = 0,2, 0,3, ... 0,8) in Tab. 7. und 8. zusammengestellt.
Tab. 9. bezieht sich auf die Schlumbergersche Methode fur den Fall a = 0,8, » = 2.0
{verhéltnisméBig schwacher Widerstandskontrast).

In § 11. werden praktische Folgerungen gezogen, von denen die wichtigsten im fol-
genden zusammengefasst werden koénnen:

1. Die relativen Werte der Anomalien sind fir beide betrachteten Anordnungen
wesentlich grofler bei » = 0 (leitende Kugel in schlecht leitender Umgebung) als bei
» = oo (schlecht leitende Kugel in gut leitender Umgebung).

2. Bei der Schlumbergerschen Anordnung sind die Relativwerte der Anomalien
wesentlich hoher als bei der Wennerschen. Dafiir reagiert aber diese Anordnung zugleich
auch viel empfindlicher auf alle quasisphérischen Inhomogenitéten in der Oberflichenzone.

3. Im Gegensatz zur horizontalen Schichtung geben im Falle des kugelférmigen
Fremdkérpers beide betrachteten Methoden ziemlich verschiedene Ergebnisse. Ein grund-
legender Unterschied zeigt sich schon im Charakter der theoretischen Widerstandskurven.
Wiihrend bei der Wennerschen Methode die betreffenden Kurven einen ausgesprochenen
Dreischichtencharakter mit einem verhiltnismifig scharfen Maximum oder Minimum
(besonders bei groBen a) aufweisen, ist bel der Schlumbergerschen Anordnung ihr Ver-
lauf sehr dhnlich dem einer typischen Zweischichtenkurve, d. h. monoton steigend oder
fallend mit asymptotischer Niaherung zu einem bestimmten Grenzwert. Dieser Tatbestand,
der fir alle Anordnungen gilt wo bei wachsender Stromelektrodenentfernung (AB — «)
die Potentialelektrodenentfernung MN endlich bleibt, erklart sich daraus, daBl F,, G,
@G,, G, und G, einen von Null verschiedenen Grenzwert haben. Bei Sondierungsmessungen
mit geringer Potentialelektrodenentfernung ist dieser Umstand besonders zu beachten,
da alle oberflichennahen Inhomogenitéiten deren Dimensionen mit dieser Entfernung
vergleichbar sind Anomalien hervorrufen kénnen die bei wachsender Stromelektroden-
entfernung gar nicht beseitigt werden sondern sich konstant erhalten.

4. Es muf} selbst in den Extremfillen »x = 0 bzw. » = oo bei der Schlumbergerschen
Anordnung a = 0,5 bzw. a =2 0,6, bei der Wennerschen e = 0,6 bzw. ¢ = 0,7 sein damit
die Relativwerte der Widerstandsanomalien zumindest + 20 9, erreichen.
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