VYJADRENIE DIVERGENCIE A ROTACIE VEKTORA
DANEHO VO VSEOBECNYCH KRIVOCIARYCH
SURADNICIACH

Metodicky prispevok
D.ILKOVIC

Vo vidsine ugebnic fyziky sa vyjadrenie divergencie vektorovej funkcie
polohy bodu v priestore odvodzuje poditanim vytoku vektora z elemen-
tarneho hranola a vyjadrenie rotacie pocitanim dradhovych integralov
vektora pozdlZ orientovanych obvodov obdlinikov alebo kosodIznikov
v suradnicovych rovindch. Vypodet byva pritom vedeny nepresne, nepre-
hladne a nepresvedéivo. -

Domnievam sa, Ze je lepsie najprv dokdzat invariantnost Hamiltonovho
diferencidlneho operatora y, napisaného us pomocou krivodiarych stradnic:
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kde ef su vektory reciproké k zdkladnym vektorom e; = %W..m w krivodiare
stradnice bodu, vzhladom na transformaciu suradnic, pojem divergencie
a rotacie vektorovej funkeie zaviest potom formalnym aplikovanim opera-
tora V na danua vektorovi funkciu, divv = V x v,rot v =V X v, a az nakoniec
vySetrovat nazorny vyznam tychto odvodenych funkeii.

V tomto ¢lanku uvadzam dékaz invariantnosti Hamiltonovho operatora
vzhladom na transformaciu krivodiarych suradnic a poddvam odvodenie
vyjadrenia divergencie a rotacie vektorovej funkcie polohy bodu v prie-
store. . .

1. Dékaz invarianinosli Hamillonovho operdiora vzhladom na Iransfor-
mdciu krivoéiarych saradnic. Nech ul, u?, u® su krivodiare suradnice bodu
v trojrozmernom euklidovskom priestore a ul, u'? u'® iné krivodiare
siradnice, takie u’ = u'i (4!, u2, u®). Dokaz invariantnosti Hamiltonovho

operatora V = ef et kde e su vektory reciproké k zéakladnym vektorom
d u - —— :
e; H,ml_..; vzhladom na transformaciu krivodiarych suradnic prevedieme
u
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tak, Ze vyraz V = ¢ P prevedieme na tvar V' =e u
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kde nw”cmﬂ..». Preto je ef = ¢% e

kde ¢” st redukované minory determinantu koeficientov ck, lebo reciproké
vektory sa transformuju kontravariantne.

Je teda skutoc¢ne
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kedie je c'jci = 9.
Vo zvladtnom pripade je viak V — _l+ ._mt + _m >~ aksuradnice z, y, z

su kartézske stiradnice vztahujice sa na pravouhly m%mﬁms jednotkovych
vektorov i, j, k. .

2. Vipoéet div v. Nech je v — vie;, kde je ¢; = %l.. Potom
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KedZe dalej vyraz (e; X e €;) . € sa nerovna nule, len ak véetky tri v flom
vystupujice indexy su rézne a okrem toho je
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3. Vypotel rot v. Nech je v = v;ei, kde ¢ su vektory k vektorom e, reci-
proké, potom je:

ot v =V X v =V X (ne) =(Vy;) X ¢ + v; (V X ¢i).

Dokazeme najprv, Ze je rot e* =V x e+ = 0. Dokaz vykoname tak,
e dokazeme, Ze tenzor grad V ¢ = ¢ je symetricky, lebo potom jeho
vektor V x ef sa nevyhnutne rovna nule. Za tym ugelom najdeme vyjadre-
nie kovariantnej suradnice #; tenzora Ves,
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Tenzor Ve je teda symetricky, &o bolo treba dokazat.

Rotacia vektora v je teda len

rotv = (Vi) X e =
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4. Vypolet A S. Pre Gplnost uvedieme eite vyjadrenie Laplaceovej funk-

cie skalaru daného taktieZ v sustave krivoéiarych suradnic. Je

S S . w,.w
grad S =VS = Qwﬂlaa Euﬂlm.m\

kde e;e je tenzor identity, a teda podla vzorca (1)

?i@ ng (3)
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VS = divgrad S = m s
Doslo 10. X1. 1953. Kaledra [yziky
Slovenskej vysokej $koly lechnickej

v Bratislave

Matematicko-fyzikdlny &asopis IV, 2. 83



