RIESENIE TEPELNYCH POMEROV vo VALCI
PRI NESPOJITYCH OKRAJOVYCH PODMIENKACH

I. NATER

kde vyznam jednotlivych symbolov je tento:

L koeficient tepelnej vodivost; daného Prostredia,

e8pecifickd hmota daného prostredia,

¢ Specifické teplo daného prostredia,

Y teplota, .

O, mnoZstvo tepla, ktoré sa Vyvinie v objemove; jednotke uvazova-

ného prostredia za casova jednotku,
1 &as.

Vo svojom prispevku obmedzim sa len na stacionarne stavy, pri ktorych

ani jedna veli¢ina nezavisg od ¢asu. V tomto pripade je rovnica (1) zjedno-
dusend takto:

a0+ G o (1a)

K tejto diferencialnej rovnici pristupuji este okrajové podmienky
teplota na hraniciach uvazovaného prostredia alebo v miestach, kde mm
dve prostredia vzajomne dotykaju. _

Dé sa dokazaf, ze problém vedenia tepla pri predpisanych okrajovych
Moasmmswgr (pri staciondrnom stave) je diferencialnou rovnicou (1a)
pmmzomnmmbm urceny, t. j. ze neexistuji dve rozliéné riedenia 9 a 4, ktoré
by m.momgo vyhovovalj okrajovym podmienkam a ktoré by spliiali dife-
rencidlnu rovnicu (la). (Schaefe r, Einfiihrung in die theoretische
Physik 11.)

Cﬁ:&oﬁ riesenie diferencilnej rovnice vedenia tepla pre valec, ked sa
na jeho povrchu menj teplota nespojite.

70

1

Hladajme riesenie tohto problému: Valec s vyikou v a s polomerom r,
ma na svojom povrchu v jednej polovici teplotu 9, v druhej 8,. Vo valei
samom teplo nevznika, takZe v rovnici (1) je Oy = 0. Aké bude rozloZenie
teploty vo valei pri stacionidrnom stave? Suradnicovy systém uloZme tak,
aby os z bola totozna s osou valea a kolmé podstavy valca aby boli v rovi-

nich z = 4 m. Pri takto stavanom probléme bude teplota zrejme funk-

ciou len dvoch premennych, a to z a r — + V5% + 22. Mame teda riesit

diferencialnu rovnicu
% 029 1 a9

wmtamte g =0 (1b)

s okrajovymi podmienkamis:

m;ssuiwmomam; ma byt & =9,
b) pre r =r, ml,hMaAo.Bm byt ¢ =9,
v ‘ (?)
c) H:.m.eH.prlm O0=rc<n mi byl ¢ =9,
d) pre r =r, moAaM.T.mlev%m%H&h

Ak hladame riedenie rovnice (Ib) v tvare st&inu dvoch funkeif ¢ —
= X(z) . R(r). najdeme toto partikulirne riesenie:

9 = (Ae% 4 B etis) Jy(ir) + C, (3)

v ktorom I, je Besselova funkcia nultého radu (Frank—von Mise s,
Die Differential- und Inlegralgleichungen der Mechanik und Physik I).
Pomocou vhodne volenych konstant A4, B, C, 2 mdzeme toto riesenie
prispdsobit okrajovym podmienkam.

V reze £ = 0 bude teplota nejakou zatial neznamou funkciou premen-
nej r. Oznaéme ju & (r) a hladajme riesenie uvedeného problému pre
x = 0.

Okrajovi podmienku (2c) splnime, ak zvolime:

P

T2 +»Me
C=49%, a \Ae + Be =0,
teda
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Ak v (3) dalej zvolime 2 Hm, kde £, je nulovy bod funkeie Jo (&),

To
splnime aj okrajovi podmienku (2d). Nech je ¢ <& < g <.
V&eobecné riefenie rovnice (1c) mézeme potom zostavit takto:

% & &
—— + == (z—v
%H%m;_kae e " e ™ ,\cﬂmsv.

Pe=]

V reze 2 = 0 ma viak byt ¢ = &(r) pre 0 < r<ry,
teda

v=]

. . - i s r y
V poslednej rovnici pPouzime substiticiu u = 7~ ozna¢me
°

&,
\»e_uﬂ —e MH\R.

P(r) — 8, =X 4. Jy(£,u), (4)

Dostavame tak rovnicu

pridom 0 < :'A 1.

Funkcie Vu . J, (&u), Va . J, (&u), Yudo(&su), ... tvoria viak v inter-
vale 0 < u <1 ortogondlny systém a pomocou nich méZeme lubovolnn
funkeiu J\M.::v (ak tato vyhovuje Dirichletove;j podmienke) v tomto
intervale rozvinut do nekone&ného radu. Platia totis vztahy

1

: .o\:%im:.:v Jo(Eu)du =0

pre m == n, -
! 1

Julo(u)du = o (&),
kde J; je Besselova funkcia prvého radu.

Zndmym spdsobom mozeme teraz v (4) uréit koeficienty A;:

Te

A= isw@:w [rio01-01.9, (fer) ar.

0
RieSenie rovnice (Ic) pre 0 <z < +|Mlvo Uprave dostaneme potom
v tvare:

m
8 .Ne A’..h 1V w.
%H%EH%N.T W. ?3 len lm+ ,WTT&.\. leSl
- [, (&) °
. &;A.mh wv dr. (5a)
To
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Podobnym spésobom (alebo transformaciou z — — x) pre — 5 =xr=s0
dostaneme riesenie:
¢ ‘
] - aNc Alﬁ ﬁv ’ £y :
% = %AS” %w lT INN. ,meﬂc ~r®+mﬂ“hh o GINAH.*&VQ\ r HGAN.V -
| S T i
— 9], AM 1v dr. (5b)
To

Ostava este uréit funkciu @ (r) tak, aby normalne zlozky hustoty tepel-
ného pradu po oboch strandch roviny x = 0 boli rovnaké. Pre z = 0
mé byt: .

S )
éx oz’
odkial' dostdvame podmienku:
L sl ] [ :,
WM Bl r +e :;3735 Aﬁlﬂv dr =
= =1 T . mlﬂevﬁkmAmL“_m i
. £,J, Awav Y m
”anl : To F.Tm X .ﬁ.\,am@?vl%&p\oémmﬂv dr,
o1 f — alﬂ.evfp (&) K

alebo po anulovani

s

e @
EMJM AA%“V o\ ;weSlaln&:é A.wl., ﬁv dr=0.

Tato podmienku splnime pre kazdé r < ry, ak zvolime:

_td,

; D(r) 5

V riefeniach (5a) a (5b) moéZeme potom urobif aj integraciu, ak pouii-
jeme vzfahy: :

2dy(@) =L [ad,(@)];  J,(0) =0.

(Frank—von Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der
Mechanik und Physik I.)
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Rieenie nasho problému dostaneme tak v tomto kone¢nom tvare-

v
pre —— <z <0:

2

o alt)

=00 =t (8~ 5 ¥
=1, T —e N v.\Lmev

E@OMRMW“ (6)

> g Amv
ol—7r
%H%EH&.I?I%&M

Seli-e®uey
Toto riesenie mézeme edte zovSeobecnif. Valec, v ktorom teplotu vyse-
trujeme, nech je zloZeny z dvoch kusov z rozliéného materidlu. Koeficient

tepelnej vodivosti pre z <0 nech je I, pre 2> 0 L. Pri urdovani funkcie.
® (r) musime potom vyjst z podmienky:

pre z =0:

é é
[t o]

o) 89¢@)
L

Funkcia & (r) potom bude:
=k NH%H I*l Nmswm
D(r) = L¥L -
Riesenie takéhoto problému vedie k vysledku:

.WM.@MO“

pre —

v &
Tﬂ.a —e w.:ai_v.‘_ :

L
% é?¢
&y

=

Tieto riesenia maju nevyhodu v tom; Ze teplota ako funkecia polohy je
Vv nich vyjadrena nekoneénymi radmi. Tieto rady vdak rovnomerne kon-
verguju. Hul..w,o:w&g%owé%womﬂocr moéZeme sa obmedzif na niekolko
prvych é&lenov. ‘ .
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V druhej &asti budeme riegit podobny problém ako v prvej, budeme
vSak predpokladat, %e vo valci samom v kazdej objemovej jednotke
sa za ¢asovi jednotku vyvinie mnoistvo tepla Qy. Tak je to napr. v drote,,
ktorym teéie elektricky prad.

Najprv uvediem riesenie tohto jednoduchého pripadu: Nekoneéne dlhy
valec z homogénneho materialu s polomerom r, ma na svojom povrchu
trvale teplotu rovnu @,. V kazdej jeho objemovej jednotke sa za &asovia
jednotku vyvinie teplo Q,. Pri stacionarnom stave bude teplota funkeiou
len premennej r = +Yy2 + 22 (0s z stradnicového systému sme zasa
stotoZnili s osou valea). Mame teda riesit diferencialnn rovnicu:

% 1 48 0,

wtratT=0 (B)
s okrajovou podmienkou:
pre r =re ma byt ¥ =4,. (9)
Vseobecné riesenie rovnice (8) je:
§n|.m4§+m_3+n. : (10)

V nasom pripade musi'byl B = 0, lebo pre r = 0 mé zostat P konedné.
Aby sme splnili okrajova podmienku (9), musime dalej volit:

C=46 .+,mﬂeam

RieSenim nésho problému bude potom funkeia

%NF+.WIM_¢.T&. , {11y

Aw~m=wl<ozgmm_m m,bmmbm\?a:mn?::& N:me&m?mnm::ﬁ:&mw
Mechanik und Physik 11.) - . et ;

Uvedeny vysledok pouZijeme pri riefeni zloZitejsieho problému: Vo valci
s vyskou v a s polomerom ro vznikne v kazdej objemovej jednotke za &asova
jednotku teplo Q,. Suradnicovy systém volme tak, ako v prvej dasti. Okra—
jové podmienky nech su:

a) pre r =r, a} IIM.M&MQ nech je ¢ =49,
b) Ea&”llm- a ;..Mxo nech je %M%Axula~v+ﬁp
o _ ‘ (12)
c) pre z N.A,+.m.::4u r=<r; nech je %H%.m?“ —r2) 4 &,
d) pre r = mc a OMH MW nech je & =9,
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V zakladniach z = + 5 sme predpisali takq teplotu, aka by sa v nich

2

ustalila, keby bolo v = «
Mame riesit diferencidlny rovnicu:
e 8 1 89
w Tt

a jej vieobecné rieSenie prisposobif okrajovym podmienkam

(13) bude iste vyhovovat funkeia:

d =9 + 97
kde ¢ je nejaké riegenje diferencidlnej rovnice (Ib
riedenie diferencialnej rovnjce (8). Podra (3) a (10) m

takéto riefenije:

d=(4 etz | B #3.\1»&[%@

>wo Vv prvej &asti poloZme a] teraz teplotu v reze 2 — 0 rovnu nezname;j
funkeii @ (r) a hladajme riegenje pre 0 <z <.
koneéné, musf teda byt € = 0. Podmienku (12d)

Do+

Koneéne volbou B = — 4 e~h <%ro<.mmm:¢ podmie

“hif)
0

mime edte urdif koeficienty A, tak, aby pre z =0 3 ¢ = r <ry bolo

nom riesenj

v==1

¥ = & (r). Podla (5a) a (5b) dostdvame:
v

pre —5-<z <0:

%H%EHFJTWW.EI_EITW

e

B olmm.:ia._\.;GE — & — m

0
wSoMaMWIH

00w, 4 Qopr o 2

& oy
ﬂ.?ls
] fofo a5
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(12). Rovnici

) a 8" zasa nejaké
0%eme hned napisaf

4 Clor+D.

Pre r =0 m4 byt ¢

splnime, ak zvolime:

nke (12¢). Vo vieobec-

c vel T —e

Nakoniec zasa uréime funkciu @ (r) tak, aby pre & = 0 bolo
P op@

ox ox

Po vykonani derivicii dostaneme podmienku:

i) =50~y 4 hth

Ak ju v tomto tvare dosadime do {15) a zasa ako v prvej ¢asti vykoname
integraciu, dostaneme toto koneéné rieSenie nasho problému:

A

_UZWIWM& 0:

%”%A:”%p JT%%?” |~.wv ..TA%wI.%LeMHMeA_ —e T va\;m.ev
J

2 lmléﬁ.fev
—e T

: (16)

pre 0 <z <

zo[ &

o a3
§ =90 =g, +%l~c?w|:~.$+ A%_f%va

_ @.W’,” Aalev.ﬁ )

Nakoniec treba este poznamenat, Ze riesenie (16) by sa zasa dalo I'ahko

zovieobecnif pre ten pripad, Ze valec je zloZeny z dvoch kusov 2 rozli¢-

ného materialu. Toto riesenie by sa v8ak nedalo upravit na taky prehl'adny
tvar, lebo by sme v fiom nemohli vykonat integraciu.

Doslo 15. I1. 1954.

Katedra fyziky
Slovenskej vysokej Skoly lechnickej
v Bralislave
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PEIEHUE TEILJIOTHOTO PEXVUMA B UMJIMHIPE
IIPU PA3PBLIBHBIX TPAHMYHBIX YCJIOBUAX

MBAH HATEP, BPATHCJIABA
BoiBognr

B cratee namo pemenme Anddepenymansroro YPAaBHEHUSA DPACIPOCTPAHEHMA Temia
OPM CTaUMOHADHOM DeXRuMe B IMIMHIPE, €COM HAa €ro MOBEPXHOCTH B OJHOM IOJO-
BuHKe TeMmueparypa ¥1, a Bo BTOPOI — Y2. B oBomx TIONOBMHEAX TeMIIeparypa orpe-
Al€JIEHA CaMOCTOATENLHO, MMeHHO TaK, 4TO0BI B 06L1eM ceyeHmy CONPUKOCHOBEHMA ABJI-
J1aChb ONMHAKOBOM M pPaBHOM dyrrIMN D ( r). Ora QyHKIpH HaKOHeI[ OIpefeNeHa Tak,
4TOGBI MO 060MM CTOpOHaM baccmaTpuBaemoro ceyensy HOPMaJIbHbIE KOMIIOHEHTSI I1I0T-
HOCTH TENJIOBOTO TOKa HABJIANNCH OAMHaROBbIMM. B mepBoit wacty paceMarpuBaercs
IMIMHAD, B KOTOPOM TEINO He o6pazyerca. B BTOPOM HacTH famo Gojee oliuee pewrerne,
UMEHHO eCciu B IMAMHADPE obpazyerca Tennora. PesyaeTatoMm B oforx aBasercs pa3-
JIOEHMe TEMIIEPATYPLI B DaBHOMEPHO cxopaumitcs GeckoneunbI Paj ¢ npuMeHenyem
Beccenespix dyHaKIIM].




