JEDNODUCHE KINEMATICKE ZDOVODN ENIE
MAXWELLOVHO POSUVNEHO PRUDU

DIONYZ ILKOVI(

{ Prednesené u semindri pre klasicka teériu pola Komisie Slovenskej akadémie vied
pre malematiku a fyziku dria 19. nepembra 1953)

Vsetky vlastnosti elektrostatického pola, t. j..elekirického pola v prie-
store s elektrickymi mnoZstvami, ktoré sa vzhladom na tento priestor ne-
pohybuju, vyplyvaji z Coulombovho zdkona, podla ktorého vektor elek-
trickej intenzity pola E je dany vyrazom:
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kde ¢, je dielektricka permitivita vakua, ¢ objemova hustota elektriny,
dz diferencial objemu, r polohovy vektor bodu, v ktorom vektor elektrickej
intenzity pola je E, vzhladom na miesto objemového elementu dz a r abso-
latna hodnota vektora r.

Podobne vlastnosti magnetostatického pola, t. j. magnetického pola
v priestore s &asom sa nemeniacimi elektrickymi pridmi vyplyvaja
z Biotovho a Savartovho zdkona, podla ktorého vektor magnetickej indukeie
pola, B, je dany vyrazom:
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kde y, je magnetickd permeabilita vakua, i vektor hustoty elektrického
pradu a ostatné symboly maju podobny vyznam ako vo vzorci (1).
Struktiru elektromagnetického pola, t. j. s tasom sa meniaceho elek-
trického pola, ktore je vidy aj s ¢asom sa meniacim magnetickym polom
a naopak, vyjadruju Mazwellove rovnice, ktoré napisané v zneni platnom
pre vikuum (a elektromagnetické pole je vidy vo vakuu medzi elementar-
nymi éasticami hmoty) sa:
godivE== g, divB =0,
oB
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alebo ak zavedieme vektor clekirick¢ho posunutia (elektrickej indukcie)
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vo vikuu vztahom Dy = ¢,E a vektor magnetickej intenzity pola vo vakuu
vziahom Ho= B/u,,

divDy =0, divB = 0,

ol = -2 aoﬁﬂeﬂml*xwﬁwwv.

Pri odvodzovani tychto rovnic sa vychidza zo vzfahov platnych pre
elektrostatické a magnetostaticke polia, vyvodenych z Coulombovho a
, aviak pri pisan{ Maxwellovej rovnice v na-
Som poradi $tvrtej, ktora v pripade magnetostatického pola je len rot Hy —
=1, podla Maxwella a bez dostatodného fyzikalneho zddvodnenia
sa tato rovnmica dopliiuje na pravej strane o tzv. Mazwellov posuvny
prid WI—W..
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O veci &tame napr. v zZnamej udebnici teoretickej fyziky G. Jo o s,
Lehrbuch der Nmme%mm%mﬁ Physik, 2. vyd., str. 281, toto: ,,Indukény zdkon
hovori, Ze vo vikuu ka?da zmena magnetického silového toku, prechadza-
juceho cez plochu ohranident krivkou €, méa za nasledok elektricky vir,
t.J. konednu hodnotu krivkového integralu § E . ds pozdiz krivky C.
UZ viac raz objavena reciprocita elektrickych a magnetickych dejov
vedie k domnienke, Ze aj zmena elektrického silového toku vyvolava
magneticky vir. PiSeme preto na skuiku

1 3E
ﬂcﬂm[Mﬂ.

Tato rovnicu vyvodil Maxwell gz predstavy, Ze pri vytvarani pola

objemové elementy ,éteru’ sa polarizuji podobne ako objemové elementy

dielektrika.** Dalej na str. 282. »Avsak dnes, na rozdiel od M a x w e 11a,

o nejakom z elektrickych nabojov vytvorenom a polarizovatelnom éteri

nemoZno hovorif, takse pravy, posunutim nibojov vznikajaci ,posuvny
. 1 8E

prud‘ méZeme predpokladat len v dielektriku. Pre m_ouMmfm chyba preto

prisne zd6vodnenie aj ohPadne znamienka
L.R.Nejman a P.L, Kalantarov v knihe Fyzikdlne zdklady
elekirolechniky, str. 152 slovenského prekladu pisu: Posuvny prad v di-
elektriku sa skladd z dvoch &asti: z polarizagného priadu a z posuvného
pridu vo vakuu. Tieto jeho dve zloZzky vyplyvajt z rovnice I) — D, + P,
podla ktorej je: .
dD _ dD, , dP
dt T Tdr T ar
Vyznam druhej zlozky je nazorny. Zodpoveda pohybu elementarnych
nabojov v atémoch a v molekulach pri ich deformacii a pri pootoéeni po-
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larnych molekul za u&inku meniaceho sa vonkajsicho pola. Pri dneinom
stave vedy nazorny vyznam prvej zloiky viak nemoino podat, predsa
viak musime pripustit, e zavedenie pojmu posuvného pridu na vystih-
nutie hmotného procesu, ktory sa odohrava v elektromagnetickom poli vy-
tvorenom v prostredi, ktoré sme nazvali vikuom, zodpoveda istej skutod-
nosti, kedZe pomocou tohto pojmu dochidzame vidy k sprivnym vysled-
kom.

V knihe J. C. Slater a N. H.Frank Electromagnetism, 1947, na

str. 84 ¢&jtame: ,Maxwell vyslovil predpoklad, Ze rovnica rot H — J
m4 sa spravne pisaf rot H— J -+ % e

Obr. 1.

Toto je vieobecné stanovisko v stlasnej fyzikalnej literattre, pokial

sa elektromagnetické pole vySetruje bez pouZitia principov relativity,
ktoré sa viak ako takeé postuluja.
D,
at”’
vystupujici v Maxwellovej rovnici v nagom poradi Stvrtej, je jednoduchym
kinematickym désledkom Coulombovho a Biotovho a Savartovho zakona,
napisanych v zmysle elektrénovej teérie pre jeden bodovy elektricky na-
boj ¢ v tvare:

V svojom &lanku poukazujem na to, Ze Maxwelloy posuvny prud
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Bodovy elektricky naboj ¢ nech sa nachadza vzhladom na suradnicovy
systém §, viazany na teleso T, v pokoji a nech splyva s geometrickym bo-
dom tohto priestoru Q (obr.1). V tomto priestore nech sa Tubovolnym
sposobom pohybuje teleso T", s ktorym nech je spojeny siradnicovy
systém S’,
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Vzhladom na priestor &’ Jje potom naboj q v relativnom pohybe. Proto
v tomto priestore je magnetické pole, v bode P, ktory v priestore S’ je
pevny, o indukeii:

kde v, je rychlost pohybu naboja q vzhladom na priestor §’. V tomto bode
priestoru S’ teda je:

rotB = — 4V x (D, x v,) = !_:oE.SUQJQ.U%&HI\:S. gradD,, (4)
lebo v, nie je funkciou polohy bodu P vzhladom na teleso T" a div Dy= 0,
ok bod Q nesplyva nahodou s bodom P

Rychlost v, naboja g vzhladom na priestor &’ je viak totoZna s rych-
lostou v, jeho pola vzhladom na tento priestor, t. j. v, — vV, a rychlost v,
spliia rovnicu:

oD
V- grad Do+ —0 = 0, (5)
vyplyvajucu z rovnice dDy=0, t. j. dr. grad U::T@@]_WQ&HP ak v nej
. .. 8D, . .. o
za dr volime v, d¢, w:oogl&l Je parcidlna derivacia vektora D, podrla

¢asu v priestore §'. Je to taks rychlost, ktorou ak sa pohybuje pozorova-
tel v priestore ', nepozoruje v tomto priestore zmenu vektora D,,.
Spojenim rovnic (4) a (5), za pouzitia aj rovnosti V, =V, mame:
oD ’
ot B = to,ml\. ) ‘ (6)
alebo kedze je B=yuH,,

oD
rot Hy = lmﬂm . (7)
. Ak by sa vzhl'adom na priestor S’ pohybovalo viac elektrickych nabojov,
Je zrejmé, Ze by vysledok (7) platil nezmenene, lebo pre elektrické a magne-
tické polia plati zakon superpozicie. Koneéne, keby sme sa opierali o pred-
stavu, Ze elektrické mnoistvo je v priestore S’ spojite rozloZené s obje-
movou hustotou ¢ a jeho rychlost ako funkecia polohy bodu v priestore
S’ je v, namiesto rovnice (7) prevedenim podobnej avahy by sme dostali
rovnicu:
oD,
rot, mo”mdwr*lwlm Amv
Rovnica (8) je v nagom poradi 8tvrtd Maxwellova rovnica vo mo_,B:Eom
Lorentzovej. Vedla konvekéného prudu vystupuje v nej aj Maxwellov
posuvny prud bez toho, Ze by sme pri jej odvodzovani bolj pouzili predpo-
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klad rovnocennosti obidvoch tychto pradov pre wvznik magnetického
pola.

Pre uplnost tejto avahy pomocou podobnej kinematickej uvahy odvo-
dime aj tretiu Maxwellovu rovnicu, ktord sa nazyva tiez zakonom elek-
tromagnetickej indukeie.

Za tym udelom si wmmmmggﬁ Ze v priestore S je teraz magnetostatické
pole. Nech sa v tomto priestore pohybuje stradnicovy systém S’ viazany
na teleso 7". Ak nejaky elektricky naboj q je v bode P systému S’ vzhla-
dom na tento systém v pokoji, podlieha sile, lebo sa pohybuje vzhladom na
systém S, v ktorom je magnetické pole, rychlostou v. Tato sila, ako vy-
plyva priamo z vhodne zavedenej definicie vektora magnetickej induk-
cie, je:

f=qvxB
a pre intenzitu v priestore S’ jeho pohybom indukovaného elektrického
pola mame:

E=-=vxB. (9)

M| e

Vypoéitame rotaciu vektora E v priestore S’.

TotE=V X (v x B)=(V.B)v— (V.v)B = (divB)v+ B.gradv —
— (divv)B—v.gradB.

Je viak divB=0, lebo jeB=rotP, a divv=V. (Vob @ X 1') =
=—V. (" X@)=— (VX r).@=0. Teda:

rot E=B. grad v—v. grad B. (10}
Dalej je:

m~m@<”<?c+&x3“!<?«X§HI~X8, .

kde I je tenzor identity, lebo v, nezavisi od monmmao bodu P, a
" B.gradv=—B.Ix5—5xB. (11)

V priestore S je magnetické pole od éasu nezavislé, preto v tomto prie-

store je:
dB=dr.gradB.

>erm~.<o:5m<&Lam< _.oJ\SEo%/\wimmﬁoﬁom\woSH&SUOQ:mu vzhla-
dom na priestor S, bude: :
dB=vd{. grad B

znacit zmenu vektora B v bode P za &as df zo stanoviska pozorovatela
v priestore S, teda:

Amlwwv =v.grad B

Matematicko-fyzikalny &asopis v, 1. 7
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oB dBy . o os oy .
kde af = \q7) J¢Parcidlna derivéicia vektora B podla &asu v priestore S’
Dosadenim vysledkov (11) a (12) do rovnice (10) dostavame
B
rot = — T {13)

Ak by sa teleso T”, s ktorym je suradnicovy systém S’ spojeny, pohybo-
valo vzhladom na superpoziciu Tubovolného podtu magnetostatickych
polf so zdrojmi v relativnom pokoji v priestoroch Sy, 8,-.., 8, vo vzajom-
nom pohybe, je zrejmé, Ze by v priestore &, ktory moéze byt totoZny aj
s ktorymkol'vek priestorom S;, platila rovnica (13) nezmenene. Podla
tejto dvahy rovnica (13) je spravna, pokial zdrojmi magnetického pola,
ktoré vo vieobecnosti v kazdom priestore S; je s ¢asom sa meniacim mag-
netickym polom, st vsebe uzavreté a s ¢asom sa nemeniace elektrické prudy
v akomkol'vek vzdjomnom pohybe. _

Podobnou tvahou viak Pahko dokaZeme, %e rovnica (13) mé v3eobecnu
platnost. Prvotnou priginou elektrického a magnetického pola su toti
vidy len elektrické naboje, ktoré sa pripadne vzhladom na priestor, v kto-
rom pole skumame, nejakym spésobom pohybuju.

Predstavme si preto, Ze sa vzhladom na priestor §', v ktorom pole vy-
Setrujeme, pohybuje bodovy elektricky naboj ¢ rychlostou V.. V prie-
store S je potom s &asom sa meniace elektrické aj magneticke pole, ktoré
sa vzhladom na tento priestor pohybuje rovnakou rychlostou v, =V,
pricom rychlost v, vyhovuje vztahu:

v,.grad B4 A%v = Q. (14)

V pevnom bode P priestoru S’ je za tychto okolnosti clektrické pols
o intenzite E, ktora je stétom intenzity :

__qr
m.lﬁﬁmolu

budenej nabojom g, a intenzity

E,=v xB,
indukovanej pohybom priestoru S’ vzhladom na pole ndboja ¢. Za rych-
lost v v poslednom vzorci treba teda teraz (v zhode s prisludnou avahou
vknihe L.R. Nejmana aP.L. Kalantarova, Fyzikdlne zdklady

eleklrolechniky, str. 192 slovenského prekladu) pisaf rychlost v — -V,
hodu P vzhladom na pole naboja ¢. Mame takto ihned

1ot E=rot E;=p x ?xEHI.ﬁX (Vo XB)=—p. Bv,+ w.ﬁa”ﬁ.mamawu_

S

lebo v, nezavisi od polohy bodu P v priestore S’ a div B = 0, alebo s po-
uzitim vzfahu (14) opit:
B i
= 15
rot E= a0 (15)

ked sme index ,,r,, pri parcialnej derivacii vektora B podla éasu vzhladom
na priestor S’ uZ vynechali. »

Po podanom odyodeni rovnice (15) musime vak vykonat reviziu o%.\o-
denia rovnice (8). Pri odvodzovani rovnice (15) sme pre vektor intenzity
elektrického pola pisali sadet:

- = 4. T B
E=F 4= mtvx

Tento vzfah je rovnocenny so vzfahom:

~. . Q—.
Uon%ﬂwl_lmcdwxw”lﬁnmml mo<~xw.

a4r
4w r3
pisat nie Dy, ale Dy + & v, X B. Vy3etrime, aky vplyv to méa na rov-
nicu (8). Za tym ucelom-pidme:

Podla toho sme teda mali aj pri odvodzovani rovnice {8) za vyraz

*_ __ Mo gr
B =T XV

w”I\SoUoXéﬂq

pridom je:
U.,H%mwwl &V, X B
Potom mame: ,
B= — 4gDy X v,= — y, ?Wmh%l mc<-X~wv XV, =B*+guo2 B,

lebo v poli pohybujuceho sa naboja vektor magnetickej mnm:wa.m wo_qm._.o
na vektor rychlosti pohybu néboja kolmy. Upravou poslednej rovnice
dostavame:

B*= (1— &%) B,

alebo, kedie — ako vieme — je gou, = 1/c2, kde ¢ je rychlost svetla vo
vakuu,

ked sme index ,,r* v symbole rychlosti ndboja ¢ vzhladom na priestor S’
uZ vynechali.

Matematicko-fyzikalny ¢asopis 1V, 1.




Ak sme teda pri odvodzovani rovnijce (8) vyraz %MW povaZovali za
Uplné a presne platné Vyjadrenie vektora indukeie elektrického pola
Vv priestore S, vzhfadom na ktory sa néboj q pohybuje rychlostou v,,
dopustili sme sa chyby, ktora pri vietkych makrofyzikélnych dejoch je
zanedbatelna, lebo pri vietkych takychto dejoch je rychlost, pohybujicich
sa elektrickych nibojov v porovnanj s rychlostou svetla vo vakuu vel'mi
mala.

Podla nagich vysledkov v nasom poradi tretia Maxwellova rovnica,
rovnica (15), méa presna platnost, aviak v nagom poradi $tvrta Maxwellova
rovnica, rovnica (8), m4 len pribliZni platnost, i ked to pri beZnych makro-
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svedéuju tomu, ze aspon v inercidlnych priestoroch aj rovnica (8) mé presny
platnost. Nesrovnalost mozno odstranit len zmenou nazorov na priestor
a ¢&as, &o je prave hlavnym obsahom ;wvmom&m& tedrie relativity.

Doslo do redakecie 21. novembra 1953
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