upuMeHaTh ypasHeuma Ilayam u Pupua. Henwn3sa MCKAIOYMATH BO3MOZXKHOCTB, YTO
9TUMM ypaBHEHMAMM OyZAyT OIIMCHIBATBCA K-Me30HBI, KaK 3T0 npeanaraer Kycaka (1).
Bce M3BeCTHBIE MPOLECCHI paclafa MOXKXHO MMEHHO OOBACHATL C HOPEHIICJOKEHMeM,
YTO COMH M-Me30Ha paser &. OnHO OTIMYME U-ME30HOB OT 3JEKTPOHOB MOXKET BBITh
CJIEFICTBHEM OTIMYHOCTY WX CIIMHOB.

APLIKACIA DISPERZII NA OKRAJOVY PROBLEM
DRUHEHO RADU

MICHAL GREGUS

Jadrom prace je ddkaz vety, kde sa hovori o poéte nulovych bodov in-
tegralu Sturmovej diferencidlnej rovnice
[0z )y —0(z,2)y=0, (a)
ktory spiiia Sturmove homogénne okrajové podmienky (tzv. Sturmova
oscilaéna veta).

Dokaz je vykonany pomocou disperzif prvého druhu, pojmu zavedeného
prof. O. Bordavkom pre diferencidlnu rovnicu

y'—0(z)y=02 (b)

Inymi spdsobmi vykonali dékaz uZ mnohi matematici.?

Praca je rozdelend na tri Casti. V prvej Casti je zavedeny pojem disperzif
pre diferencidlnu rovnicu {(a) a odvodené niektoré ich vlastnosti analogické
vlastnostiam disperzii diferencialnej rovnice (b). V druhej ¢asti sit odvodené
vlastnosti disperzii vyplyvajice zo zavislosti od parametra 4 a aplikicia
disperzii prvého druhu na dékaz Sturmovej oscilaénej vety. V tretej &asti
je dokazand zovSeobecnena oscilaéna veta za Specidlnejiich predpokladov.

1

Uvazujme Sturmovu diferencialnu rovnicu (a). Nech funkcie @ (z,1),0(z,1)
s spojité pre € (— o, o) a pre 1€ (4,,4,). Nech O (z, 1)>>0 pre kazdé
LBoruavka 0. O kolebluséichsja inlegralach differencialnych linejnych urav-
nenij 2-ogo poriadia, Cechoslovackij matemalideskij Zurnal, 3(78), 1953, 199—247.
? Napr. Sturm, Journal de Mathematiques, 1, 1836;
Bocher, Bul. Amer. Math. Soc., 1898;
Fort, Bul. Amer. Math. Soc., 24, 1918;
Priater, Malh. Ann. 95, 1926;
Mammana, Math. Z. 25, 1926;
Kamke, Math. Z. 44, 1939 a ini.
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za A€ (4,, 4,). Potom z existendne;j teorémy vyplyva, Ze existuje integral
diferencidlnej rovnice (a), ktory je v Tubovolnom &sle o € (— o, ®) rovny
nule.

Nech y(z, 1) je integral diferencidlnej rovnice (a) taky, Ze je y («, A)=
=0 pre kaidé 1€ (4,,4,).

Potom bud ma y(z,4) v (— o, w) dalSie korene, alebo nie. V prvom
pripade korene vidsie ako « nech st: %, < o, < &,. ... Budeme ich nazyvat
¢islami sprava konjugovanymi k &slu «. Korene mensie ako o: ol >l >
>>og. .. budeme nazyvat ¢&islami zlava konjugovanymi k &islu «. Spolu
ich budeme nazyvat konjugovanymi &islami prvého druhu k &islu a.

Konjugované &isla nezavisia od volby integralu diferencialnej rovnice (a),
pretoZe kaZdé dve rieSenia diferencialnej rovnice (a), ktoré maju koren
v Cisle «, liSia sa len kon3tantnym faktorom a teda vietky korene maju
rovnake.

Dalej predpokladajme, Ze integraly diferencialnej rovnice (a) su osci-
lujace v intervaloch pre z€(— o, ©) a A€(4;,4,). Ku kaZdému
Z€(— o, ) priradime najbliz$ie vidie konjugované ¢islo prvého druhu,
ktoré oznadime znakom g, (x, 1). Dostaneme funkciu @, definovand pre
vietky x a 1€ (4, 4,). Tato funkciu nazvime prvou disperziou prvého
druhu diferencialnej rovnice (a).

Z definicie disperzie vyplyva, e pre kazdé z plati:

HAQHAHMNV

Ak ku kaidému z priradime druhé najblizSie vaésie konjugované &slo
prvého druhu, dostaneme funkciu g, (2, 1), ktord nazvime druhou disper-
ziou prvého druhu. Podobne sa definuje »-ta disperzia prvého druhu.

Takto definované disperzie su diferencialnou rovnicou (a) jednoznadne
uréené. .

Prof. Bortavka uvaZoval diferencidlnu rovnicu (b), v ktorej je
0 (2)<{0 a Q(x) je spojitd funkcia pre vietky € (— o, ). Za predpo-
kladu oscilatorickych riefeni definoval disperzie o (z) a ukazal, Ze v kai-
dom ¢isle « maju kladné derivacie prvého radu, pretoze vyhovuju diferen-
cidlnej rovnici prvého radu:

kde p=Yz2 + 2% a z;, z, st dva lineirne nezavislé integraly diferencial-
nej rovnice (b).
UkazZme, Ze disperzie prvého druhu diferencidlnej rovnice (a) vyhovuja
diferencialnej rovnici prvého radu:
4 ’QNAQqMV.®A€_NV . T
QAG,Nvf%w AHJMV.QA&LV pre y(z,4)£0. . (1)
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S. Krohov4é vo svojej dizerticii uvaZovala diferencialny systém:
y=Az, Z=By, kde A, B si spojité: funkcie z€(— w0, o) a A 40
pre vietky z. Za predpokladu, Ze y-ova a z-ova zlozka integralu diferen-
cidlneho systému si oscilatorické, dokizala, Ze disperzie prvého druhu
y-ovej zlozky vyhovuju diferencidlnej rovnici:

o B9 AlD)
=22 pre y(x)E0..
Y@=y Ay P
Nase tvrdenie je teraz zrejmé, ked diferencidlnu rovnicu (a) prepideme
na systém:
, 1

y = @gn, Z=0(x,4).y a wo:wamdﬁ prave uvedeny vzorec.

Nech z,, z, st dva nezavislé integraly diferencilnej rovnice (a). Iahko
sa ukaZe, Ze potom kaZdy integral diferencidlnej rovnice (a) sa da pisat

v tvare: ae
, t”kmmms_ﬁ\mm&l\.;,

kde g=Vyz2+ 22, w=

Nech y(z,4)=0, wo_.\ow: tieZ y (p,4)=0. PretoZe ¢ 40, pre kaZdé z,
resp. ¢ a 4 musi platit:

z [ F
mi\%&l\_uo, mi.\mﬁle_uo«
a a

T b4
\%&!%”Fn a \%&lﬁ”fﬁ.
a a

Od¢ftanim prvej rovnice od druhej dostaneme:

; -k a y su konstanty.

@ P
\W&HQNIE?

Vezmiic toto do tvahy-a dosadiac y (z, 1), resp. y (g, ) do rovnice (1),
dostavame: ‘

’ (g, 4). 0 (9, 2)
e ey )

Rovnica (1) je splnena pre kaidé = a 21€(4,,4,).

* K tomu istému vysledku sa tieZz dostaneme cestou, ktorou prof. Boru vk a
odvodil diferenciélnu rovnicu pre disperziu prvého druhu diferencidlnej rovnice (b).
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Nakoniec pokladam za nevyhnutné spomenut klasicki Sturmovu osci-
laénit teorému, ktord znie takto:

Nech funkcie @(x,i) a Q(z,1) su mwowg pre xz€[a,b] a pre
A€(d4,,4,) a nech O(z,4)>0 pre z€[a,b] a pre A€(4,, ;). Nech
M (2) a m(4) st najvicsie hodnoty funkcii @ (x,1) a Q(x,2) v [a,b]
a nech naviac: »chn .\SEAMWVH o, potom ku kaidému prirodzenému
¢islu » (=1,2,...) existuje ¢&islo A, € (4,, 4,) také, Ze pre kazdé¢ A€[1, 4,)
mé rieSenie diferencidlnej rovnice' (a) v [a, b] aspoil » korefiov.

II

Majme diferencidlnu rovnicu:
(6@, )y ) —0(z,4)y=0. (a)

V dalSom budeme o funkciach @ (z, 1) a @ (z, A) predpokladaf toto:

1. Nech funkcie O (z,4) a Q(x, ) su spojilymi funkciami pre z€[a,b]
a pre A€(4;.4,). Okrem toho nech pre kafdé r€[a,b] a 1€ (4,,4,)
O (z, 1) > 0.

2. Nech pre kaidé z€[a,b] je Q(x,2) klesajucou funkciou parameira
A€ (4, 4,), L. . Q(z, 4)>0 (z, A4) pre Pubovolné 4, , < 1, € (4,,4,) a nech
WMSBNQ (z,A) = — o pre kaZdé x€[a,b]. Nech naviac O (z, 2) je nerastiicou
-
funkciou parameira A€ (4,,4,) pre z€[a,b].

V dalsich uvahéch bude velmi vyhodné, ked si interval [a, b] rozdirime
na interval (— «, ), a to tak, Ze pre £>>b poloZime O (z, )= 0 (b, 1),
O (z,2)=0 (b, ) a pre z<a poloZime O (z, A)= 0 (a,1),0 (2, 1) =0 (a, 1).

Takto definované funkcie @ (z,A) a Q(z,1) maji pre z€(—w, )
a pre A€ (4,, 4,) predchadzajtace vlastnosti a integral y (z, A) diferencialne;j
rovnice (a) ma v [a,b] ten isty priebeh.

Diferencidlna rovnica (a) je oscilatorickd v intervale (— «, ») bud pre
vietky A€ (4,,d,) alebo poéinajic len od uréitého A= 4,€ (4,, 4,). Potom
viak disperzia prvého druhu ¢ (x, 1) diferencialnej rovnice (a) je definovana
pre £€(— =, ) a pre A€ (4;,4,).

Veta 1. Disperzia prvého druhu diferencidinej rovnice (a) ¢ (x, ) je spo-
jilou funkciou parametra i v intervale (4,4, 4,), a to pre kazdé € (— o, )4

D 6 k a z. Disperzia prvého druhu ¢ (z, 1) vyhovuje tejto diferenciilnej
rovnici prvého radu: .

: _ (9, 4).0(9 4
e e 0w ) W

kde ¢%*(zx,4) a @ (z, 1) s spojitymi funkciami premennych z € (— o, o)

z,A) {bez indexu) budeme v daldom rozumiet @y (z, 1) pre

¢ Pod N:mxo o (
,%,3,.

Tubovolné » =
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a A€ (4,, 4,). Teda tieZ g? (¢, 1), O (@, 1) suspojitymifunkciami g € (— o, )
a A€(d,, 4,). .

{1) je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, kde
02 (p,4).0(p,4) =0 pre kaidé ¢ a A€(4y,4,). Bxistuje preto jedno-
znaéné rieSenie diferencidlnej rovnice (1) @=¢@(z,4) (prechadzajice
danym bodom =z, @), ktoré je spojitou funkciou parametra A€ (4,, 4,)
pre kazdé 2€(— o, »), & b. t. d.

Veta 2. Exzisluje nekoneéne mnoho hodnét parameira A€ {4y, 4,):

Y I PPN N
pre kioré integral y (z, A) diferencidlnej rovnice (a) za predpokladov 1, 2 splria
okrajové podmienky y(a,2)=y(b,A)=0 a md pre A= 4,4, v (a,b) prdve
n—+ p nulovjch bodov.

Dokaz., Uvaiujme integral y(z, 1) diferencialne] rovnice (a) taky,
ie y(a, 1)=0.

Z klasickej Sturmove]j oscilaénej teorémy vyplyva, Ze k Tubovolnému
prirodzenému &islu » existuje A, také, Ze y (=, 4,) ma v (a, b} aspoil » ko-
refiov.

Nech ich je = » a nech st to:

T2yl .- <2p,
potom plati: z,= ¢, (e, 1,), teda
Pu AQ_ mév = @A Pu+1 AQ. »év -

Nech ¢, (a, &)< b.Z oscilaéne]j teorémy viak vyplyva, Ze k prirodzenému
Cislu p+ 1>9 existuje také A, 4.1€(4, dy), Ze y(r, Auy1) ma v (a,b)
asponn u+ 1 nulovych bodov. Plati teda: gu41(a, 2ut1) = b<euyi1{a, 4).

PretoZe viak g, 41 (a, 1) je spojitou funkciou parametra 4, existuje v in-
tervale (A, Ausi] také A,, ¥ @u41(a, A,)=0>; integral y (z, 4,) spliia
okrajové podmienky y(a,4,)=y b, 4,)=0 a mi v (a,b) praive n=pu
nulovych bodov.

Hladajme teraz A,,,. Vieme, Ze ¢,(a,4,)=50<¢,+,(a,,). Zo Stur-
movej osciladnej teorémy vyplyva, Ze k &islu k>n--1 existuje takeé
ME(A,, 4,), e y(x, 4) ma v (a,b) aspoii k>n—+ 1 korefiov. Teda pre
A=A .wo Pn+1 Aaw NLA@A Pnt+1 AQ, Nav . PretoZe Pn+1 AD« Nv u@ m@O.ﬁwOC
funkciou parametra A, existuje v intervale (4,, 4¢) také 4,44, Ze y (2, 4,44)
ma v (a,b) prave n-+} 1 korefiov a jeden koreii v b.

Takto postupujic dalej najdeme postupnosf hodndt parametra i:
Ay Rng1s- oy Awtp,- - -, KU ktorej existuje postupnost rieSeni: y,, Yy 41,- - -,
Yntpy- - takd, Ze y,4,=y (&, 4,y,) md v (a,b) n+ p nulovych bodov
a splia okrajové podmienky y (a,,4,) =y (b, 4,4,)=0.

Ak @u(a, A,)=0>b, stadi poloZit u— 1=n a oznadil 4, = 4,.
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Poznémka. Predchadzajtica veta plati aj vtedy, ked z podmienky 2
vynechime poZiadavku monoténnosti funkcii @ (z, 1) a Q(=x, 1) podla
parametra 4.

Veta 3. Ak st splnené podmienky 1, 2, polom disperzia prvého druhu
@ (z, 4) je klesajiicou funkciou parameira 1€ (4o, 4y) pre kaidé € (— w, o).
Dokaz. NapiSme diferencidlnu rovnicu (a) pre hodnoty A,< 1,€

€(do,4,):
[0(z, 4) ') ~Q(z, ) y=0, 9
[0(z, 1) 2] — 0z, dg)z =0 @)
Pre funkcie @(z,4) a Q(x,1) podla predpokladu plati: @ (z, 1) =
W. @ A.\hq Nnvg @ AHQ NHV vm A.&u Nnv #

Nech y a z su Tubovolné integraly diferencialnych rovnic (2). Potom
podla zndmej Sturmovej porovndvace; leorémy medzi kaZdymi dvoma nulo-
vymi bodmi rieSenia y existuje aspofi jeden nulovy bod riefenia z. Volme
integraly y az tak, aby y(a, 1) =2z(a, 1)=0. Potom viak plati ¢ (a, 4,) >
> @ (a, 4). Vieobecne ak y(x,1)=z(z,1)=0, potom tiex @z, A) >
> @(x, ). Tym je veta dokazana.

Veta 4. Nech st splnené predpoklady 1, 2, nech dalej «, «,, B, By, st bud
konStanty, o klorych plati |&|+ o] 0, |8+ 18] =0, alebo spojité
funkcie parameira A€ (4,,4,) s podmienkou, % bud a) &« (1) = 0 idenlicky

@ oy (2) 40, alebo b) & (2) == O v celom inlervale (4;, 4;) a OB A0 (A)

“@
neraslica funkcia parametra J.
Analogicky nech plati bud a) () =0 pre kazdé 2 a By (A)==0, alebo b)

B(A)==0 v celom inlervale (4,,4,) a @,GNNW.WL@

je nerasiica funkcia

paramelra A.

Potom exisluje nekoneénd postupnos? hodnét waE».:,&E A (lzv. vlasiné
hodnoty ) ,

N.:M:.*.u.u...um.a.fﬁq....“ .
konvergujuca k 4, tej vlastnosti, Ze ku kazdej hodnote ‘1, » existuje inlegrdl
diferencidlnej rovnice (a) Yn+p= Y (T, Any,) (fzv. vlasindg funkcia) taky, ze
splria okrajové podmienky: ; : : .
*1 () y(a,4) —a (). y (a,4)=0 :
Pur()y(b,4)+B(2).y (b,2)=0 (3)
a md v inlervale (a,b) n+ p nulovijch bodov. . .
Dé6kaz UvaZujme integral diferencidlnej rovnice (a) y(x, 1), ktory
spliia tieto potiatoiné podmienky: .
@)=, g (e )=o)
Tento integral splia podmienku (3).
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Nech « (1) #0. Z oscilatnej teorémy vyplyva, e k I'ubovolnému pri-
rodzenému &islu u existuje také 2,€(d,,4,), e pre A= 1, ma ylz, 1)
v (a, b) aspont u koretiov. Nech ich je pravey = u: xq, 2,,. .., Zyy.

zo (4) je klesajucou funkciou parametra A. Dokaz tvrdenia vyplyva
z prvej Sturmovej porovnivacej teorémy (pozri Bodcher, Legons sur
les méthodes de Slurm, 59).

Zo (4) je tiez spojitou funkciou parametra A. DokaZeme to touto avahou:
Zvol'me siTubovolné 2, € (4, 4,). Potom lim z,(2)=z,a lim z,(1)= z,,

Ao 3 — i At
kde x,, 7, € (a,c), ¢ je dost velké &islo. Ukazeme, Je 7, = z, = 2,.5 Riedenie
diferencialnej rovnice (a) y (x, 1) je rovnomerne spojita funkcia parametra .

Teda k Tubovolnému &> 0 existuje 6 >0, Ze pre kazda dvojicu, pre ktoru
je|A =2 |<djelylz,X)—y(x, A")|<e, pre kaidé z € (a,c). Nech 4,<<
A< A<TX a2 — X|<6. Potom |y [z, (27), 2] — ylzo (A7), A']| < e.
PretoZe y[zy(1”), ']1=0, je |y[x,(2"),2]|<e. Nechajme A7 14 blizit
sa k ;. V limite dostaneme y(x,, 4,)=0, _ovo&.mawlaog:vﬂ Ty
Podobnym spésobom dokézeme, Ze y (z,, 4,) =0, pretoie Fma.m+ zo (A=

= z,. Z toho viak nevyhnutne vyplyva, Ze z, = x,= z,.
@y (2o (4), 4] Je klesajiicou funkciou parametra 2, pretoZe pre 1,< i,
plati:
o (A1) > 20 (A5), @o[@o (A1), 4] > @0 [0 (Ay), Ag) > @0 [ (4y), 2s] -
Pre 2= 1, plati:
Po—1 [T (A}, ] <b = @0 [20(24), 4]

Z klesania a spojitosti funkcie g¢,[z,(1),4] vyplyva, Ze existuje také
Ay = Ay, Ze y(x, 4,) ma v (a, b) v korefiov a jeden koreri v b.
Plati teda: g, [ (4), 4] =b< gus1 [2o(L), 4]

Takto postupujic dalej najdeme postupnost hodndét parametra i:
Avy dyrye ooy Augp,. .., kKtord ma tieto vlastnosti:

1. Integrdl y(x, 4+,) diferencidlnej rovnice (a), ktory spiiia podmien-
ku (3), ma v (a, b) prave v+ p korefiov a jeden koreii v b.

2. Pre 1€ (A+p, hyp+1) integrdl diferencidlne] rovnice (a) y (z, 4),
spliiujaci podmienku (3), mé v (a,b) prave » + p 4 1 korefiov.

Ak o ()= 0, &, (1) =0, postupnost 1,4, najdeme ako vo vete 2.

Ak B(A)=10(p,(2)=£0), veta je dokazana.

Predpokladajme B (2)=F0 v (4,,4,).

Z druhej Sturmovej porovnavacej teorémy (pozri Bocher, Legons sur

.G, A).y (b, 1
les méthodes de Slurm, 60) vyplyva, Ze pre 1€ (A, 4p, Avtpti) e %

* Existeucia jednostrannyeh limit vyplyva z monoténnosti funkeie z, (A).
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klesajicou funkciou parametra 4, atood + o do — o, pretoZe y (b,

vip) =
=y (b, lgps+1)=0. Funkeia — d ?,MMJP (4) Je podla predpokladu nekle-

sajucou funkciou parametra . Existuje preto jedna a len Jedna hodnota
parametra A= 14,4,€(lyy, dspi1) taka, Ze plati:

OB, uip)y' (b, Ausy) _ O (b 4,0,). (An+)
Y(b Ay ,) B (An+,)
a y(z,2,4,) ma v (q b) prave n4-p=v4p41 nulovych bodov. Po
iprave poslednej rovnosti dostadvame:
B1(%srp). y (b, Aayp)+ B (Antp)- Y’ (B, Anip)=0
a to je okrajova podmienka 3.
Uhrnom sme dostali tento vysledok: K postupnosti

Mﬁg MHITHu. i ) M.!..TH»- =
existuje postupnost vlastnych funkeii:

m\:“ Q=+:. o muy m\:._-u:. M}
z ktorych kazda spina (3) a (3') a integral Ynip= Y (2, dny,) ma v (a, b)
pradve n+ p nulovych bodov.
Ze postupnost hodnot parametra 2 konverguje k 4,, dokaZeme touto
Gvahou: Z konstrukcie postupnosti vyplyva, #e je rastica a Ay, < 4, pre
kazdé p. Teda musi platit: Iim tntp=d < 4,. Dajme tomu, ze d<" 4.

P ©
Potom by vEak vietky 4,., boli mengie ako d<4,, teda v intervale (d, 4,)
by neexistovala vlastnd hodnota parametra 4. To vdak nie je mozné,
pretoZe v tom istom intervale su splnené vietky predpoklady vety 4,
existuje tam preto nekoneéne mnoho vlastnych hodnét parametra A, ¢o
je spor s predpokladom, e d<C 4, .

II1

Dopliime pre dalsie uvahy predpoklady 1, 2 o diferencidlnej rovnici (a)
takto:

3. Interval (4,4,) nech je teraz inlerval (— w, ®) a o funkeii Q (z, )
predpokladajme naviac lini Oz, 1) =+ w.

Ay — . .

NaSou najbliziou alohou Je vydetrif, ¢o sa deje s disperziou ¢ (z, 1) za
tychto predpokladov, .

Nech ¢€[a, »). Nech 40(&) je infimum tych hodnot A, pre ktoré pri-
slusny integral y(z, &, 4) diferencidlnej rovnice (@) (o ktorom plati
y(£& 2)=0) mi v [aq, «) aspofi jeden nulovy bod rozny od &. Potom
disperzia ¢ (&, 1) je definovana pre 2€(4,, ). UkdZeme, Ze take 4,
existuje.
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Predovietkym pre dost velké 1 je Q (z, A)<{— A%, teda existuje 2** take,
Ze pre vietky 4 = A** je diferencialna rovnica (a) oscilatoricka v (a, o).
Pre dost malé 2 je O (x,2)> A2, teda existuje i* takeé, ze pre vietky
A= 2* y(z, & 2) nemd v [a, @) nulovy bod rézny od & PretoZe mnoZina
hodnét parametra A, pre ktoré y (z, & 1) ma aspoti jeden nulovy bod rézny
od &, je zdola ohraniena, existuje jej infimum A, = 4,(&).

Z definicie 4, vyplyva, Ze pre 1< A, nema y (=, £ 1) dalsi nulovy bod
vacsi ako & Pre 1>4, méa y(z,& 1) v [a, ©) aspoii jeden nulovy bod
vozny od &, pretoie z definicie 4, vyplyva, Ze existuje 4; l'ubovolne milo
vacsie ako Ay, ato také, fe y(z, £ 4,) ma nulovy bod vads ako £, a kedie
pre >4, >4, plati Q (z, 4,) >0 (z, 1), podla prvej Sturmovej porovna-
vace] teorémy ¢ (£, 2) existuje a je dokonca ¢ (&, N @& 2).

Veta 5. Za predpokladov 1, 2, 3 plati: lim ¢ (a, )=+ .

“.Iv 444+

D 6 k a z. UvaZujme integral diferencialnej rovnice (a) taky, Ze y (a, ) =
=0 pre kaidé 1.¢(a, 1) je klesajicou funkciou parametra 1€ (44 (a), ).
NaSou tulohou je dokazat, ze klesd od <4 .

y(x, 4) je spojitou funkciou parametra 1€ (— o, @), preto plati

lim y(z,2)= y(z, 4,). Pre 1< A,nema y(z, A) nulovy bod rozny od a.
i 4,
QVWWWNEP ze tiei y (x, 4,) nema nulovy bod rdzny od a.

Dajme tomu toti?, Ze y(c,4,)=0, kde a<<c¢< w. Pri prechode bo-
dom ¢ meni y(z,4,) svoje znamienko. Nech y(z,44)>0 pre z€(a,c),
potom pre z€(c,c+ w), kde w >0 je dost malé, je y(z,45)< 0 a nema
v (¢, ¢+ o) nulovy bod.

y(z,2) je rovnomerne spojitou funkciou parametra 1 v okoli 4,, t. j.
k Tubovolnému &>>0 existuje 6 >0 take, ze pre dg—A>4d je |y (=, 1) —
Y@, 4)[<e, b ) y(z, o) — ey (z, )< y(z,40)+ £. Polozme 0<
e[y (a',4,)|, kde 2’ € (c,c+ o). Potom je:

y(a, 2) <y (@, 40)+ e<0.
Nech 2" €(a,c) a nech ey (2, 4,). K takto zvolenému & >0 existuje
0>>0 také, ze pre dy— 1< 8 je 0<y (", 4,)— e<y(x",A).

Ked si teraz volime 0<Z e<min (|y(z, 4,)], y (= 44)), existuje k ne-
mu také 6>>0, Ze pre do— A<d je y(x', A)<0 a y({z’, 1) >0. Teda
y(z, ) pre 2<"4, ma nulovy bod rézny od a, a to je spor. Teda y(z,4,)
nema v [a, «) nulovy bod rézny od a. ) .

Predpokladajme, wm» :w:+e (a,2)=c"<». To by viak znamenalo, Ze¢
@ (a, )< ¢ pre 1> 4, m.v:mo/xc_«:m malo blizke k 4,. Z rovnomernej spo-
jitosti y (z, 1) vzhladom na parameter 1 v okoli Ay vyplyva, Ze to nie jo
moiné, pretoZe y(x,d,) nemé nulovy bod rozny od q, teda m«mmw @la, )=
=4 ©.
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Veta 6. Za predpokladov 1, 2, 3 exisluje nekoneéne mnoho vlaslngch
hodnél paramelra 1 : 2, Ayyeiey Auy.o. lakych, Ze ku kaidému A, existuje
vlastnd funkcia y,= y (x, 2,), kiord md v (a, ) prdve n nulovijch bodov a splria
okrajové podmienky:

yla, 2,)=y(b,2)=0.

D 6 k a z. Uvazujme integral diferenciilnej rovnice (a) taky, Ze y (a, 2) =
=0. Zo mmciﬂoﬁw._. oscilaénej teorémy vyplyva, Ze existuje 1€ (4,, ©),
pre wwo.& y(x,4) ma v (a,b] aspoii jeden koreii, teda ¢, (a, 1) < b. Podla
ﬁwom,ormmwm_.oo& vety je g, (a, 1) klesajucou funkciou parametra 2 od 4 «.
.ﬁo&m vety 1 je tieZ spojitou funkciou parametra . Existuje preto prave
ummbw hodnota parametra 23— Ao takd, Ze ¢, (a, 1))=1b a integral y (zx, 4,)
nemi v (a,b) nulovy bod, ale plati y(a, 29)=y (b. 1,)=0. wOmmcw&.gco
dalej Iahko najdeme postupnost hodnst parametra 2:

YT S S

ku ktorej existuje postupnost vlastnych funkeii: Yo Ury-+ vy Yu,-.. taka

wm‘ Yn= y(x, 1,) ma v (ab) prave n nulovych bodov a jeden v bode .
Tym je veta dokazana.

Veta 7. Za predpokladov uvedengch vo vete 4 doplnenych predpokladom 3
a za predpokladu §,(3). () = 0 existuje nekoneéne mnoho viasingch hodnét
parameira A:
Aoy Agaenny dyyen
takych, e k Fubovel nému 2, existuje vlastnd funkcia ylx, 4,)=y,, klord md
v (a, b) prdve n nulovijch bodov splria okrajové podmienky (3) a (39
z vely 4.

.Uow.w N..demE.Sm integral y (z, 1), ktory spina podmienku (3)
diferencidlnej rovnice (a). Zo Sturmove; oscilatnej teorémy vyplyva,

Ze existuje 1€ (4, «), pre ktoré y(z, 1) ma v (a,b] aspofi jeden koref,
ktory oznatime z, (7). Teda plati: z,(A) < b.

o () je spojitou funkciou parametra Aa tie# je klesajticou funkciou pa-
remetra 4 od + o. Dékaz tohto tvrdenia by sme vykonali celkom po-
Qo?:.w mr.o dokaz vety 5, stadi nahradif @la, ) onoﬁm: o (4).

mwaw?cm preto prave jedna hodnota parametra i= 1, > 1, pre ktoru
Zo (A9) = b. Podobnym spdsobom ukay istu] 8 2 ¢
gy iy ym sp eme, e existuje také Z,, pre ktoré
_ Opakovanim tohto postupu ndjdeme postupnost hodnot parametra A:
Aoy Ay ooy Agye ., ktord ma tieto vilastnosti: .

m. Integral diferencialnej rovnice (a) y(z, 4,), spliujaci podmienku (3)
ma v (a,b) prave n koretiov a Jeden v bode b.

2. Pre vietky 1€ (2, Jniy) ma y(z,4) v (a,b) prave n+ 1 korefiov.

bl
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Ak B(A)=0, potom je veta dokazana. Nech g(4)+0. UvaZujme
funkeiu @%, ktora je pre dost malé A4 kladna a s rasticim A
klesajuca a? do — o, pretoze y (b, 4,)=0. Podobne i@;@uﬁ@lé je
podla predpokladu neklesajaca a pre vietky 1 zadporna alebo rovna nule.
Existuje preto prave jedna hodnota parameéfra 1= 1,<C4,, pre ktora
st si tieto dve funkcie rovné. Tym je viak splnend podmienka (3') pre
integral y(z, A) = y,, ktory nemi v (a, 6) nulovy bod.

Podobne ako vo vete 4 najdeme postupnost hodndt parametra i: i,
Aty Ay .., ku ktorej existuje postupnost vlastnych funkeii:

Yor Y11 Y2y - <y Uny- - -,
ktora ma Ziadané vlastnosti. .
Poznamka 3. Ak predpoklady vety 7 doplnime predpokladom
@z, ) >M>0pre x€[a,b]a 1€ (— o, »), mdéZzeme potom vynechat pred-

poklad 6, (2)#(4) = 0, pretoZe sa di dokazaf, ze lim O\A-¥ (0.4)
iy —® Yy Qf Nv
=+ o. (Pozri Bocher, Méthodes de Sturm, 65.)

Vypracované v semindri prof. Boravku.
Doslo do redakcie 11. maja 1953.

IPMMEHEHUE JUCIIEP3UN K KPAEBBIM 3AJAYAM
IJId YPABHEHUM 2-TO IIOPANIKA

MUXAJ TPEryII
Brisogbl

B pafore JaH0 AOKA3aTENbCTBO HEKOTOPHIX TeopeM B O0JACTM TaK Ha3bIBAeMOl OC-
LMIIANMOHHOR Teopembl IllTypMa; EAA HOKAa3aTeJbCTBA NPMMEHAETCA IIOHATHE AUC-

1ep31HK, KOTOPOE HENABHO BBEJ B HayKy mpod). BopyeBka
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