O.Zmﬁemwdom PROJEKTIVNICH
INVARIANTECH PLOCHY

F. VYGICHLO, Praha

V nasledujicich ¥adcich ukéaZeme, jak souvisi znamé projektivni diferen-
cialni invarianty plochy, zavislé na okoli raznych ¥ada bodu, s algebraickou
plochou, ktera aproximuje vysetfovanou analytickou plochu v bodg. Z rov-
nic projektivnich kovarianti, které odvodime na zikladd geometrickych
definic, je ihned patrny ¥ad okoli bodu plochy, na ném¥ je kovariant zavisly.

Zvolme uvaZovany bod plochy za soutadnicovy vrchol O,, vrcholy Oy
a 0, zvolme na asymptotickych te¢néch plochy, které prochazeji bodem O,.
Algebraicka plocha 1T, kterd aproximuje danou plochu @ o rovnici

- X be 2 X,
T _p (T B,
T, T4

kde F je regularni funkce v okoli Oe.d bod& 0, aZ do okoli n-tého ¥adu
véetnd, bude mit rovnici

an|;&u+amln@m+...+?ﬂo“ (1)
kde
py = b, T5, .
. Db3= axt + byxiz, + by Tt + a7,
. pe = @t + fyaizy + ..o F oyt

Tuto rovnici dostaneme, napiseme-li pro danou plochu Taylordv rozvoj pro
okoli bodu 0, a uvaZujeme 0 prvnich n E&lenech. A
Definice 1. Bud o letnd rovina plochy II (@) v bodé O, a k bud praseénd
kubika roviny o s kubickou poldrni plochou bodu Ok plode I1. Spojnice bodu
0, s infleznimi body kubiky k nazgvdame Darbouzovymi teénami plochy I1(2).!
Vita 1. Darbouzovy letny, plochy IT'v bodé O, vyhovuji rovnici

iz C og@ttaEi=0. (2)
D @ k a z: Kubicka polarni plocha plochy II pro bod O, mé rovnici
_. RS (n=2), )

(= 1) (0 =) a4 (n = 2) oy + P2 =0 3)

tpubini—Gech: Introduction d la géomélrie projeclive différentielle des sur-
faces, 1931, str. 53.
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Praseéna kubika této polarni plochy s rovinou tednou xz3 = 0 je

(n — 2) bayx,m, + @y} + byziz, + byt 73 + a7] = 0. (4)
Inflexni piimka této kubiky ma rovnici A
(n — 2) bz, + by, + byzy = 0. (5)

Z poslednich dvou rovnic plyne vysledek.

Véta 2. Protnéme plochu II kvadratickou plochou lak, aby ﬁ.-.mm&za kfivka
méla v bodé O, Irojndsobny bod, jehof dvé tetny splyvaji s pFimkou

x, — kxy, = 0. (6a)
Polom zbjvajici teéna md rovnici .
k2 a2, + a,z, = 0. (6b)

Mezi pFimkami (6a), (6b) prochdzejicimi bodem O, je ledy pribuznost (1, 2).
Samodru#né pFimky télo pFibuznosti jsou teény Darbouzovy.
D a k a z: Rovnice kvadratické plochy, ktera se dotyka plochy /7 v bod&
0, jest , |
2z, — g3 = 0. 7
Vyloutime-li x, ze (7) a (1), dostaneme rovnici primétu priseéné kfivky
z bodu O,. Ponévad# prisetnd kiivka [ ma v bodé O, trojnasobny bod,
rozpadne se pramét [* v piimku z; = 0 a v dalsi k¥ivku. Musi tedy byti

Py + gy = @3 (A, 4 pay + v3y). (8)
Rovnice teden v trojnasobném bodé kiivky I v O, je tedy
3} + (b — i) ziwy + (by — wb) 7,7} + ayzi = 0. ©)
Podminka, aby dvé z téchto piimek splynuly s pHimkou z, = kx, je
— 2,® + a, @ — 2
by — b= e gy = (10)

Dosazenim (10) do {9) vyplyva
(K2ayzy + agxy) (@) — k) = 0.

" Rovnice (6b) je tim odvozena. Pfimka (6a) splyne s (6b), kdyZ a jen kdy?
aj® + a; = 0. ’ .
Definice 2. Kvadratickd plocha, kierd plochu II (@) protind v kiivce majici

v bodé O, trojndsobny bod s te€nami Darbouzovymi, se jmenuje Darbouzova
kvadrika plochy II(®) v bodé 0,2 ‘

Véta 3. Darbouzovy kvadriky plochy I (®) v bodé O, tvoti svazek, jehoZ
rovnice je: S s ;

b (z4a, + by xp) — 25(byTy + byt + ¥25) = 0. (11)

2 Viz 1.
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Dtk a z: Aby rovnice (9) vyjadfovala tetny Darbouxovy, je nutno
a stadi, aby platilo
by —ib =0, by —ub=0. (12)
Rovnice (12) s rovnicemi (8) a (7) davaji rovniei hledanou (11).
Véta 4. Bud ddna algebraickd k¥ivka rovnici

DTt B b =0,

kde ,
ro = mai + nzxs + pTa,
ry = Myz? + Nyziz, + Nomyay + Moas, 13)
rPyo= T oo Ha T3

T,y — Azt — Bryx, — C23 =0, (14)

kde
. M, N, M, M g

Diakaz: N:w&og&e. ktera v bodd O, se dotyka kiivky (13), lze vy-
jadiit parametricky takto:

g, =1, @y =1, ¥y = A + Bt + CP. (16)
Dosadime-li vyrazy (16) do (13), dostaneme rovnici pro parametry prise-
¢ikt. Pro pétibodovy styk v O musi vyslednéd rovnice mit nulové vyrazy
pii 2, # a 14 Tim dostaneme t¥i rovnice pro A, B, C, jichZ Fefenim jsou
vyrazy (15), které jsme uvedli ve véte.

Véta 5. Oznaéme t teknu v bedé O, plochy II (@), kierd je riiznd od leény
asymplotické. Prolozme tenou 1 rovinu o a sestrojme v ni kufelosetku, kierd
md v bodé O, pélibodovy styk (styk &oriého Fddu) s Fezem plochy rovinou «.
Otdti-li se rovina o kolem osy t, vyplriuji kuZelosetky . zv. Moultardovu kva-
driku v bodé O, piislunou tetné 1.°

Je-li rovnice plochy 11

& lay +al P+ a2l Pyt ... + P, =0, (17)
kde . :
P, = zivy, + 2109 + gy, Py = Tivg, + x8 vgy + ZyUgy + Usa.
P,=xlv,+ .-

pak rovnice Moutardovy kvadriky v bodé O,, kierd ptislusi k teiné 0,0, je

. Ugg | UgoUsy — Usalm
T, Ty + Tivg + Ty Ac»w o, H«V t Acﬁ - v, - @t
- 0

- Daban Do amv 0. zs
20

s Fubini—Cech: loc. cil. str. 111
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D 6 k a z: Protn&me plochu Il o rovnici (17) rovinou

zg — Axy = 0. (19)
Praseéna kfivka ma rovnici
n—1

Azy Tz + a* [x30gq -+ T1%elpy (1,4) + a3vgy (1,4] + ai ™’ [z}vs, +

+ 2Ty (LA) + ... ]+ 2 2o + . ]+ =0, (20)

Pongvad? pfimka O, O, neni asymptoticka, je vy, =+ 0. :

Rovnice kuZelosedky, ktera ma s kiivkou (20) pétibodovy styk, je podle
vity 4 .

LTy = — am% + 7, QI% +~.~u|; + a"%! vgg (1,4) +
Uy 1.

+ Ugy AHng = Ugalgy AH.NV + NW”.. A — g ._ . Awﬂv

Uso U Uso U3
Eliminujeme-li 4 z rovnic (19) a (21), dostaneme rovnici (18).
Vita 6. Moutardova kvadrika plochy II v bodé O, pfislusnd tetné protind
plochu IT v kiivce, kterd md v bodé 0, trojndsobny bod, jehoZ dvé telny splyvaji
s pfimkou . .
D 6k a z: Rovnici (18) Moutardovy kvadriky plochy « urdené rovnici
(17) pifme ve tvaru

xgzy — Qp = 0.
Prése¢na kiivka méa pramét z bodu O,, spliiujici rovnici

- 037 (Py +0) + 03 Pyas + ... + P’ " =0,  (22)
pii tom je: ‘ : :

2
Uy Uso U3,

Vs, Vanss — Vsl Velan U3 ’
&u~+©n-\8u_”l.ﬂp+ o¥21 __ Yant4n S.au .

Pramét (22) se tedy rozpada v ptimku g = 0 a v dal3f soudist a tedy ,Q»
je trojndsobny bod kfivky. Rovnice teden v bodé O, je:

— P, (a, Hw., S _HW“ @, + Vglgy (Ts) Scln- Vg3 Aa».ag + Py 2y, 5, 0) = 0.
b T ©(23)

Je-li - .
P, (z,, &y, 0) = axi + bxyzy + 23, :
Py (24, Ty, 3 = \»w.aw + Byxiz, + Byryxi + Al7h
a asymptotické teény v bod& O, jsou harmonicky sdruZené k soufadnico-
vym hrandm 0; 0,, 0,0,, pak b =0 a rovnice (23) bude:
: 1 B .
(— az} — cx3) A LR awv + Aat + Byaiz, + Byrywi + Agxi = 0,

a a
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nebo
z2 [z, (aB, — ¢A;) — T (cB, — ad,)] = 0.

Definice 3. Bud a ieénd rovina plochy II'v bodé 0,. Kazdému bodu M ro-
viny « pFislusi vzhledem k Moutardové kvadrice bodu O, a leéné O M. (resp.
fetné O, M’ konjugované k leéné 0,M ) poldrni rovina p. Toto piifazeni nazy-
vdme korespondenci Moutardovou (resp. Segreho).*

Vita 7. Body roviny «, jimZ v korespondenci Moutardové (Segreho) pFi-
slui jejich polarni roviny k Darbouzovym kvadrikdm, lefi na Darbouxovijch
fetndch bodu O,.

D ik a z: Plochu IT opét ur&ime rovnici (1). P¥imku O,M oznatme 1,
k ni konjugovanou oznaéme I;. Jejich rovnice jsou z; = + kg, pii tom
znameni + plati pro pfimku i. Moutardovu kvadriku k teéné i (;) oznatme
0.(Q.,). Kvadrika 0, (Q.,) protind podle véty 6 plochu II v kfivce, ktera
mé v bodé O, trojnasobny bod, jehoZ dvé tetny splynou s ptimkou £ (4).
Podle dikazu véty 2 patit 0, (Q,,) do svazku ploch

2,0 + by, — Ty (Axy + pay + v25) =0,

kde
@ulpvﬂnmwawmu.fns.@»ltvﬂExawﬁ_uwnm . (24)
Bod M (ky,, Ye, 0, y,) ma vzhledem ke kvadrice 0, (Q.,) polarni rovinu
ky, (bz, — Azy) + ys (bzy — pas) + Yt =0 (25)

a vzhledem ke kvadrikdm Darbouxovym uréenym vétou 3 mi polarni
rovinu .

ky, (b*z, — bys) + Y2 (b2, — byTs) + byTs = 0. (26)
Vyjadiime-li, aby rovnice (25) a (26) predstavovaly tutéZ rovinu, dostaneme
. k (bd — b)) + by — by =0.
Po dosazeni za 1 a u z rovnice (24) dostaneme:
Q‘u\ﬁa + Qu = Ov
co? znamen4, ¥e bod M leZi na Darbouxové tené.

Definice 4 Oznabme k. ( k) praselnou kiivku plochy II(®) s leEnou rovi-
nou o bodu 0,. Raciondlni kubika ks, kierd md v bodé O, dvojndsobny bod
a s kazdou vélvi krivky ke (k) v bodé O, &yrbodovy (tfetiho Fadu) slyk, se
nazyvd Strazzeriho kubika plochy II (®) v bodé 0,. Inflexni piimka kubiky ks
se jmenuje druhd hrana Greenova plochy I (®) v bodé O,. P¥imka poldrné

sdruzend k iélo pFimce vzhledem k Darbouzovym kvadrikdm se jmenuje proni
hrana Greenova.®

tFubini—Cech, loc. cit. str. 109 a daldi.
sFubini—Cech, loc. cit. str. 100.
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Véta 8. Rovnice Strazzeriho kubiky plochy IT uréené rovnici (1) v bodé O je:

b b
T, Ty + Mw B A Ai@w - M“v 27, + AI%. — Wv z, &k + m%sw =0. (27)
2
Rovnice druhé hrany Greenovy je ledy
b o b ;
L

B Duakaz: Rovina x5 =0 vmmmm.vﬂoomm x v kiivee . :
bz z,x, + .aMIw Ps (@, @) + -« + Pul(@, 7)) = 0.0 (29)
Kubika kg, kterd ma 0, za bod dvojnasobny s ﬁ@.m,:mam z, =0, z,=0,

ma rovnici

Raauﬁ.» — (A28 + Bjziz, + Byryxi +‘.\»m8wv =0, (30a)
nebo rovnice parametrické s
o =t 3, =1 z, = A + B + Bt + A% (30b

Dosadime-li (30b) do rovnice (29), dostaneme rovnici pro parametry pri-
seénych bodi: . .
B(AD + a) AL + #[(n — 2) 4B + (n — 3) Byay + 4;by +
+ @) \5.1.» ceet gin—4[(n — 2) ApBsb + (n — 3) Bya, + Ady +
| o] AST B (A + @) A3 =0, (31)
Aby kubika (30a) méla s kazdou vétvi kiivky (29) v bod& O, ttyrbodovy
styk, je nutné a stadi, aby koeficienty pii 8, #4, #*—4 Pr—% v rovnici (31)
byly rovny nule. Z téchto rovnic uréime A,, A,, B;, B, a dostaneme rov-
nici (27). .
‘Véta 9. Oznatme k. (kg) priseénou kiivku plochy IT (@) s leénou rovinou

« bodu O,. Oznaéme ddle I (k) vétev ks kfivky (ko). jef se dotgkd asymplo-

tické leény t; a koneéné oznalme c; Fuzelosetku, kierd md alespori Eyrbodovy

(t¥ettho fadu) siyk s vélvi K, (i) Sestrojme pély P; pfimek t; (j # i = 1,2)

vzhledem ke kuzelosetkdm c;. Potom plati: Piimka Py P, je druhd hrana

Greenova plochy II (@) v bodé O,. , . o ok
D itk a z: Plocha Il bud déna rovnici (1). Préseéna kiivka k. mé rov-

nici (29). Oznatme 4, = &, = 0, f, = 7, = 0. . S
Kuzelosetka ¢, ma rovnici

CTTe T Ty z; + A||~.P +Wv T + T

a kuzelosetka c, ma rovnici

may = — Pt [~

%2

2 V xiT, + %3
2
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Poly ptimek i, a I, maji soutadnice

b,  « T b,  «
ﬁuTune»“tpH ~..o“Al1% Mv‘\_, @N—Nuuum“,ﬂ»“onfﬁlﬂwlfalw:.

Ptimka P, P, ma rovnici

. b b
8#+A~w Ilgﬂ SU—VI_IA%'MMV Hﬁ“0~
co% je rovnice (28).
Dodlo do redakcie 3. I'V. 1953.

0 HEKOTOPBIX TPOEKTUBHbBIX MHBAPUAHTAX IIJIOCKOCTON
BBEIUMXJIO ©.

BriBegu

B cTaThe BHBeAeHH N3BeCTHE e RUGE epeHINAIBHbE BHBAPHAHTEL II0BEPXHOCTH, AX
cBOMCTBA M COOTHOIIEGHHSA MeRLy HIMK (HanpuMep HacATeldbHLIE IMap6y, KBagpUKHA
MyTapia, Kyouku CTpasepu, rpaHn T'puna).

ABTOp IPOBOJMT AIIPOKCHMAIIVIC paccMaTpuBaemolt aHaJATHYeCKON ITOBEPXHOCTH
B TouKe aJre6pamuecKoil MOBePXHOCTHI. AJre6paRusCKue MPOEKTUBHbIE cBoiicTBA
BCTIOMATATeLHOH OB 2PXHOCTH FOCTABIAOT MPOCKTUBHEIC KOBAPUAHTHL uccieIy eMoit
[oBepXHOCTH. HOBapMAHTHL OIPefeJIeHb! FeOMETPHMYECKE M ONpefledleHH MX ypaBHe-
HHA, W3 KOTOPHX ABHEIK HOPANOK OKPeCTHOCTH TOYKE HOB2PXHOCTH, OT KoTopo#
KOBApPHUAHT 3aBUCHUM.
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