MAXIMALNE IDEALY
ASTRUKTURA POLOGRUP

8. SCHWARZ, Bratislava

Pod pologrupou rozumieme neprazdnu mnoZinu elementov S = {a, b,
¢, ...}, medzi ktorymi je definované nisobenie spliiujice tieto axiémy:
1. Ku kaZdej dvojici elementov a, b € S existuje taky jediny element ¢,
Ze je a b = c. Element, ¢ nazyvame st&inom elementov a, b v tomto poradi.

2. Platf asociativny zakon: (a b)c = a (b ¢).

Pologrupa je teda zovSeobecnenim dnes uZ klasického pojmu grupy,
ktory sa ukazal byt zikladnym matematickym pojmom.

Systematické Stidium pologrip si vyZiadaly jednak potreby abstraktnej
algebry, jednak v3ak aj inych matematickych disciplin, najméa funkcional-
nej analyzy. Toto je pomerne mlady odbor matematiky, ktory — ako sa
zd4 — zostane aj niekolko dalsich desatrodi stredom zaujmu matematikov.
Treba poznamenaf, %e metédy funkcionalnej analyzy nadly v modernej
fyzike a v rade technickych disciplin cely rad aplikacif, pretoZe ide o zo-
vieobecnenie a spresnenie celych komplexov otizok klasickej matema-
tickej analyzy. ,

V tejto praci budeme Studovaf vlastnosti pologriip s hladiska alge-
braického .

Pojem pologrupy sa objavil v réznych matematickych disciplinach u%
dévnejsie. Zatiatok skutotne systematického $tidia tedrie polograp s al-
gebraického hladiska pochddza od sovietskeho matematika Suikeviéa
(A. K. Cymxesny). (Soznam jeho prac z tohto odboru pozri v autorovom
referate [1], str. 112—113.) Dalsimi cennymi prispevkami teériu obohatili
Rees a Clifford. (Soznam v3etkych ich pric z tohto odboru pozri
v autorovej praci [4], str. 300—301.)

V poslednej dobe sa Stidiom pologriip velmi intenzivne zaobera lenin-
gradsky matematik E. S.L ja pin (E. C. Jlamun). V pricach [1] — [{5] za-
viedol cely rad novych velmi osoinych pojmov. Pod jeho vplyvom bol
vypracovany rad daldich pric mladsich soyietskych autorov, z ktorych
¢ast cite nebola publikovana. O ich existencii viem iba zo zpravy z konfe-
rencie o algebre a tedrii &isel uverejnenej v &asopise Uspechi matemati-
eskich nauk (Ycnexu maTeMaTH9ecKUX HayK).
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PredloZena prica — ako to v dalfom eSte vyloZime — nadvizuje na
w.oﬂwmbﬁ autorovu pracu [5] a na prave vysla pracu sovietskeho matema-
tika N. N. Vorobjeva (H. H. Bopo6bes).

Poznédmka. V prici budeme uivat toto oznadenie. Symbol Ac B
znadi (na rozdiel od symbolu 4 € B), Ze A je vlasinou podmnoZinou B
Stdet dvoch mnoZin A, B budeme oznadovat znakom {4, B) alebo Ncm..
kom A + B. Rovnaky vyznam ms symbol X A4,. quzvo,_ A — B znadj
rozdiel mnoZin A, B. Znak ¢ znagi prézdnu mnoZinu. Znak [a] bude znagit
u.:mME% obojstranny ide4l vytvoreny elementom a. Znak [0] znagf nulovy
idedl. Vyznam symbolu S/M vylozfme neskoér. Ostatné oznaenia maja
obvykly vyznam.

1.

~W:wo.5mamsa najprv niektoré jednoduché fakty; ich podrobné dékazy
najde Sitatel napr. v autorovej praci 2% - -

Neprazdnu podmnoZinu [ £ Snazyvame Favym idedlom z S, ak
vsmysle obvyklého nédsobenia komplexovje SIS I.Prav ymidea ~.o m
Wmuu.wa\msm podmnoZinur € S, pre ktori platir S Er.Obojstrann ¥m
ide m:o.E nizyvame mnoZinu, ktora je sGasne pPravym aj lavym idedlom

E:owuuoﬁ% stcet dvoch avych (pravych, obojstrannych) ideslov je _.mﬁ‘\.
(pravy, obojstranny) ideal. Podobne prenik dvoch Favych (pravych, oboj-
stranych) ideélov (ak je tento neprazdny) je idedlom rovnakého Mr.:r:

Pologrupa méZe (ale nemusi) obsahovat element z tej vlastnosti, Ze E.a.
kaidé €8S je 20 = 2z = 5. Taky element nazyvame nulov y N_s ele-
m e n t o m pologrupy. Existuje najviac jeden. Bez obav z nedorozumenia
budeme nulovy element v dal§om ozna&ovat znakom 0.

* Celé pologrupa a nulovy ideal (ak taky jestvuje) st prikladmi obojstran-
nych idealov. :

Lavy (pravy) ideal pologrupy sa nazfjvaminimaln: -
vym)idedlom z S, ak neobsahuje immgmd podmnoZinu, wao_.w MM M“M«Mﬂmﬁwg
(pravym) idedlom z S. Pologrupa nemusi prirodzene obsahovat miniméine
Tavé (pravé) idealy. Lahko sa dokdze: o

a) Prenik dvoch réznych Tavych (pravych) minimélnych ideilov je
prazdny. - £ : Senti . o

b) Pologrupa ma najviac jeden minimélny ‘obojstranny ide4l n. Mno--

Zina n je potom podmnoZinou ka¥dého obojstranného idedlu z S a da sa

@mmboa»mmﬁom,&mowgiwa.woaasw ‘ovo._.maﬁbb%om.mmm&oaﬂx_w.mmmwo‘mm
nazyva m=WWo<mmo<%B._.mm_.oE. : v
Ak m3 pologrupa nulovy element 0, st vety a), b) — pravda — trivialne
Nulovy idedl [0] jo potom totiz jedingm Tavym (pravym, obojstrannym)
:&EBE:%B idedlom. V- tomto pripade je vyhodné rozumict pod 'mi-
niméalnym idealom (podobne ako v teérij okruhov) taky- ideal, ktory okrem
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nulového idedlu neobsahuje v sebe Ziaden iny vlastny podideal rovna-
kého druhu. Potom platia tieto vety: . : v

a) Dva rézne minimilne Tavé (pravé) idealy majt za prenik nulovy
ideal [0]. e

b) Pologrupa méZe mat viac (i nekoneéne mnoho) minimalnych ‘oboj-
strannych idedlov. S

Na celkom jednoduchom priklade sa viak moZno presvedéif, Ze minj-
mélny obojstranny ideal n nemusi existovat: Nech je napr.§ ={1,2,3. ..)
pologrupa.celych kladnych &isel, pri¢om nésobenim rozumejme obydajné
nésobenie &isel. Potom postupnost (obojstrannych) ideilov e

{2,4,6,8,...)5{4,8,12,...)5(8,16,24, ...} > ..

mé zrejme prazdny prenik. Teda Suikevidovo jadro neexistuje.

Hlavnym Yavym idedlom vytvorenym elementom a volame
ideadl I ={a,Sa}. Hlavnym pravym ide4lom vytvorenym ele-
mentom g voldme pravy idedl r = {q,aS). Hlavnym obojstran-
nym ideédlom vytvorenym elementom a volime idedl m = [a] =
= {q, a§, Sa, SaS}. Obecne su prirodzene idealy I, r, m navzijom rozne.

Pologrupa mé%e mat najviac jeden jednotkov y element, t. j.
element e € S, ktory pre kaidé z € S spliiuje rovnicu ez = z-e = &
Hlavny ideal (favy, pravy, obojstranny) vytvoreny elementom e je zrejme
cela pologrupa S. . .

Pologrupa méZe mat aj viac (aj nekone&ne mnoho) Iavych jednotiek,
t. j. elementov ¢; € 8, ktoré pre kaidé z € S spliiuja vzfah ¢,z = z. Po-
dobne méZe existovat viac (aj nekone¢ne mnoho) pravych jednotiek, t. j.
elementov ¢, € S, ktoré pre kaZdé x €S spliiuja rovnicu ze, = z. Lavy
ideal vytvoreny pravou jednotkou e, je zrejme celd pologrupa. (Je totiz
{e., Se,} = {e,, S} = S.) Podobne pravy ide4l vytvoreny Tavou jednotkou
je cela pologrupa S.

. 2. . ,

Prejdime teraz k niektorym dalSim Speciilnej$im pojmom, ktorych §ti-
dium bude tvorif bezprostredny obsah tejto prace.

Definieia 2,1. Idedl (Tavy, pravyg, obojsiranng) pologrupy S- nazjvame
mazimdlnym idedlom pologrupy S, ak sa nerovnd celej pologrupe S, ale nie
je vlasinou podmnoZinou Ziadneho iného idedlu rovnakého druhu.

Pologrupa moé%e mat viac maximélnych-(Tavych, pravych, obojstran-.
nych) idedlov. Na nasledujtcich prikladoch poukéi¥eme na niektoré okol-
nosti, ktoré sa pritom moézu vyskytnat.

Priklad 2,1. Nech S je pologrupa é&isel S = {0,1,2, ..
benim rozumejme nésobenie &isel (mod 6). Hlavné idedly su:




Jediny existujici maximalny ideal je m=[2]+[3]= {0,2,3,4). Ele-
menty 1 a b nie st v maximalnom obojstrannom ideile. Z prikladu vidiet,
Ze nie kaida pologrupu mozno pokryt maximalnymi idealmi.

Priklad 22. Nech S je pologrupa, ktorej elementmi s &isla S = {0
2,4, 6, 8) a nasobenim rozumieme nasobenie (mod 12). Existuja dva Bm.,
ximalne (obojstranné) idealy m, = {0,2,4,8} a m, = {0, 4, 6, 8}. Ich mno-
Zinovym stétom je cela pologrupa: {my, m,) = 8. :

Priklad 2,3. Nech S je pologrupa isel § — 0,1, ..., 4}, kde pod
nésobenim rozumieme nésobenie (mod 5). Je zrejmsé, e existuje jediny
ideal rézny od S, totiZ [0]. Teda aj nulovy ideal méze byt maximalnym.

Priklad 24. Nech S = {0, q,, a,, a3} je pologrupa s touto multipli-
kagnou tabulkou:

. ] 0 a, a, ay
0 0 0 0 0
a 0 a, a, 0
a, 0 a a, 0
a 0 0 0 a,

Lahko sa presvedtime, %e je to skutoine pologrupa (t. j. asociativny
zakon je splneny). Maximalne Favé idedly su: L, = (0, q, @}, Ly = {0, q
ds}, Ly = {0, a3, ;). Maximélne pravé idedly st Ry = {0, a,, a,), R, = Ao_.a«v”
Tieto st totoZné s maximalnymi obojstrannymi idealmi M;, M,. Pri tomto
priklade je L, o R,, okrem toho Li=M =R, M,= R,.

* Z toho vidief, %e sa méZe stat, Ze maximélny obojstranny ideal je vlastnou
PodmnoZinou nejakého Sirgicho maximélneho Favého idealu rézného od S.
Dalej vidief, Ze sa moéze staf, Ze maximalny pravy ideal je podmnoZinou
nejakého maximalneho Favého idealu (alebo naopak). (Nemé%e sa viak
staf, aby b&mw_% maximalny Favy ideal bol vlastnou pPodmnoZinou nejakého
Sirfieho maximélneho obojstranného idealu).

Hlavnym cielom tejto prace je vySetrif Struktiru mno%in S —~L,S—R
S —M, kde L, R, M sG maximalne Tavé, pravé a obojstranné idealy w&cu
grupy S. Ako uvidime, tito Struktira je za vhodnych predpokladov ne-
obydajne zaujimava, -~ s

Touto otézkou som sa zaoberal v praci [5]. Medzitym uverejnil Vor o b-
jev pracu [1], v ktorej st uvedené bez dékazu niektoré vety, ktoré sa
tykajia toho istého predmetu. Vorob J-€ v uiiva niektoré vysledky
Greenovej prace [1]. V predloZenej praci‘'sa mi okrem iného podarilo
dokézaf zékladné Vorobjevove vety (najmi vety 5, 6, 7) za podstatne
slabdich predpokladov, pri¢om som sa mohol vhodnymi obratmi vyhnat
vébec znalosti inak cennych Greenovych vysledkov.

Z tedrie grap je zndme, Ze monost dokazu celého radu viet je umoZnena
istymi predpokladmi minimality pre podgrupy [najma normélne podgrupy]
danej grupy. Analogicku tlohu hra v teérii pologrip podmienka minimality

20

pre idedly. Hovorime, %e pologrupa S spliuje podmienku minim a-
lity pre lavé idealy, ak plati toto: ka?d4 mnoZina % Tavych idedlov z S
obsahuje aspoii jeden minimalny ideal, t. j. taky ideal, ktory neobsahuje
v sebe Ziaden iny idel z mnoZiny 9. Je zname, Ze tato podmienka je ekvi-
valentna. podmienke: ka%da postupnost Favych idealov z S tvaru Lol>
5 l3> ... mi len kone&ny podet elementov. :

Green a Vorobjev studuji pologrupy, v ktorych je splnena pod-
mienka minimality pre Iavé hlavné idealy. Také pologrupy Vorobjev
vola L-pologrupami.

UkézZeme, Ze pre dokaz radu viet uvedenych v tejto praci vystaéime so
slab8imi predpokladmi. Budeme Ziadat iba to, aby istad diferenéni polo-
grupa mala aspori jeden minimalny Tavy ideal. To je podmienka podstatne
vieobecnejsia, ktort spliiuje prirodzene kazd4 L-pologrupa. Podobnt pod-
mienku pouZil k 3tadiu pologrip prvy raz Clifford v praci [2] a po-
tom niekolko réz autor v inej stvislosti v pracach (3] a [4].

3.

V tomto odseku uvedieme rai viet, ktoré budeme v daliom potrebovat.
Nebudeme ich vietky odvodzovat, pretoze ide zéasti o vety, ktoré mozZno
ndjst dokdzané v citovanej literattire. Z&asti ich nasiel C1ifford v pra-
cach [1] — [3] a zasti autor v pracach [2] — [4]. Podstatnym je pritom
existencia aspoil jedného minimalneho idealu.

Budeme musief rozoznivat pologrupy s nulou a pologrupy bez nuly.
Ako sme uZ spomenuli; pod minimilnym ide4lom pologrupy s nulou bu-
deme rozumiet ideal, ktory okrem nulového idealu neobsahuje v sebe
Ziaden iny vlastny podideal rovnakého druhu. )

Veta 3,1. Nech S je pologrupa bez nuly. Nech L je minimdlny Lavy idedl
2 S. Nech ¢ je Tubovolnj element, ¢ € S. Polom Le je opil minimdlnym Favgm
idedlom z S. :

D6 kaz Pozrinapr. Schwarz [3], veta 1,1. v

Veta 3,2, Nech S je pologrupa s nulou. Nech L je minimélny Favy ided!
z 8. Nech ¢ je lubovolny element, ¢ € S. Polom je L ¢ = [0], alebo je L ¢ mini-
mdlnym Favgm idedlom z S. ,

Doékaz. Pozri Clifford [2], lemma 2,1, alebo Schwarz 141,
veta 1,4. :

Veta 3,3. Nech S je pologrupa bez nuly, klord md aspori jeden minimdlny
Lavy idedl L. Potom N = LS je jedingm ezistujicim minimdlnym obojstran-
ngm idedlom pologrupy S.

Dékaz Vid napr. Schwarz [3], veta 1,2.

Veta 3,4. Nech S je pologrupa s nulou, klord md minimdlny Favy idedl L,
pre kiory plati L? + [0]. Polom N = LS je jedngm z minimdlnych oboj-
strannyjch idedlov z S, pre kiory plait N? + [0]. :
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huonN. Pozri Clifford [3], veta 2,1 alebo Schwarz (4], od-
sexk 4.

Vzhladom na vety 3,1a32 obojstranny ideal IV z viet 3,3 a 3,4 je teda
stétom minimalnych Tavych idealov z §. .

Definieia 3,1. Pologrupy 8 -nazyvame zlava . Jednoduchou, ak rovnica
Za = b md riesenie z € S, a lo pre kazdi dvojicu a, b € 8.

Inymi slovami: zlava jednoduchs pologrupa je taka, u ktorej pre kazde
2 €S8 je Sa=S. Teda zlava jednoducha pologrupa je taks, v ktorej ne-
existuje Ziadny Favy idesl +S.

Definicia 3,2, Pologrupu S nazgvame zprava Jednoduchou, ak rovnica
az == b md riedenie Z €S, alo pre katdé a, b € S.

Z m_oEmuwo<,mNmoEmemww grap plybie, e zlava a sGéasne zprava Jedno-
ducha pologrupa je grupou. ; v

Vety 3,5—3,8 daja niekolko prikladov zlava jednoduchych pologrip.

Veta 3,5. Nech S je pologrupa bez nuly, L jej minimdlny Favy idedl. Po-
tom L je zlava jednoduchd pologrupa.

Dékaz NechjegelL. Podla vety 3,1 je La minimalnym Favym ides-
lom. Je viak La SL-L=12cL. Kedze je L minimélnym Favym idea-
lom, je La= L, & b. t. d.

Veta 3,6. Nech S Je pologrupa s nulou, L jej minimdlny Favy idedl, pre
ktory plati 12 + [0). Potom mozno pisal:

L=P+9, PnQ =g, P2 = (0},
kde Q je zfava jednoduchd pologrupa.
‘Do6kaz. Nech je a Tubovorny element, a € L. Potom je podra vety 3.2
bud La = [0], alebo Lq = I, :
. Ozname znakom 0 mnoZinu vietkych b € L, pre ktors plati Lb = L,
O je pologrupa. Lebo ak je b, €9, b, €0, je tiez Lbby = Lb, = L t. j.
bb,€0. :

Znakom P ozna&me dalej mnoZinu vBetkych ¢ € L, pre ktoré je Le = {0).
P je pologrupa, lebo & € P, ¢, € Pimplikuje Lewey,=0+¢, =0, ¢, - €P,
Zréjme je LP = {0}, tym skor P2 — {0}. Mnozina P je vidy neprazdna, lebo
do nej patrf aspori element Q. MnoZina Q je tie¥ neprézdna, lebo keby pre
kaZdy element a € L platilo La = [0], bolo by tiez L-¥q = [0}, t. j. L2 =
= [0], €o jespor s predpokladom. e

Mozno teda vidy pisat: L = p +0,PnQ = g,

Zvolme teraz Tubovolny element ¢ € 0. Podla definicie mnoZiny Q je

La =L, )
(P+Q)a=P+,

o . Pa+Qa=pP 9. "

KedzZe je Q pologrupou, ie Oa € 0. Dalej tvrdim, e je Pa € P. Kazdy
element z € Pa je totiz tvaru ¢ — €1a,¢, € P.Teda je Lz = Loa=0-a=0

v
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t. . plati € P a teda Pq =< P. KedZe v rovnici (*) sa séitanci napravo djs-
junktné, je nutne Pq = P, Qa = Q. ,

Uvedme vyslovne edte tento désledok vety 3,6: :

Désledok: Nech st splnené predpoklady vety 3,6. Potom I — {0} je zlava
jednoduchou pologrupou viedy a len vledy, ak L nemd nulovjch delitefov + 0.

Pologrupa s nulou neméze byt zrejme nikdy zlava jednoduchou. Zato
viak ako désledok vety 3,6 dokiZeme tuto vetu, ktort budeme neskor
dasto pouzivaf;: :

Veta 3,7. Nech S je pologrupa s nulou, kioré md viac ako dva elemently.
Nech S nemd %iaden Favy idedl + od [0] a 8. Potom je 8§ — {0} zfava jedno-
duchou pologrupou. R . -

D 6k az. VzhPadom na predpoklad je S samo jedinym minimalnym
Favym idedlom z S. Podra vety 3,6 je teds mo#ny rozklad tvaru

S=P+0,PnQ =9, Pz = (0},

Pritom je podra dékazu vety 3,6 SP = {0). Nada veta bude dokazana,
ak ukazeme, e v tomto pripade méa P nevyhnutne jediny element, t.j.P =
={0}. To vyplyva nepriamo. Keby totiZ pre nejaké 0 + q€S platilo a€P,

il by | 540, a} = 0c {0, a)c S,
t. j. mnoZina {0, a} by bola ‘vlastnym Tavym podidealom z S, ¢o je spor
s predpokladom. -

Definicia 3,3. Pologrupu S wvoldme jednoduchou, ak neobsahuje Ziadny
obojstranny idedl rézny od S s moznou vgnimkou nulového idedlu (ak S md
nulovy element).

Veta 3.8. Nech S je jednoduchd pologrupa bez nuly, kiord md aspori jeden
minimdlny Favy idedl. Potom je S sudtom disjunkingch polograp S — 2L,
kde kazdé L, je zfava jednoduchou pologrupou. - : ¢

Dékaz Pozri Schwarz [3], veta 2,1. Pologrupa S je totiZ stiétom
svojich miniméInych Favych idedlov a ka?dy z tychto idealov je podla
vety 3,5 2lava jednoduchou pologrupou. _

Veta 3,9. Nech'S je jednoduchd pologrupa s nulou, kiord md aspori jeden
minimdlny avy idedl. Polom .

a) bud st vietky minimdine Favé idedly nilpoteniné a plati 82 = 0,

b) alebo Ziaden minimdlny Lavy idedl nie je nilpotening a plati S = 8.

Dékaz Pozri Schwarz[4], veta 4,2 a jej dosledky.

Veta 3,10. Nech S je jednoduchd pologrupa s nulou, kiord md aspoii jeden
Lavy idedl L, pre kiory L? [0]. Potom je S sudtom svojich minimdlnych
Favych idedlov.

Dékaz Pozri Schwargz [4], veta 4,3.

Veta 3,11. Nech st splnené predpoklady vety 3,10. Potom mozno pisaf S
ako sidet dvoch disjunkingch séitancov

m”M.NUQITN.ba.
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Prifom prea + f je Pon Py = {0}, Qa n Q4 = 0. Dalej je pre kazdé aP? = {0}
a Qo je zlava jednoduchou pologrupou.

Dékaz Vyplyva z vety 3,10 a z vety 3,6.

~ UZ sme poznamenali, %e pologrupa bez nuly, ktora je zprava a zlava
jednoduchd, je grupou. Z toho vyplyva: .

Veta wLm.. Nech S je pologrupa s nulou. Nech S md viac ako dva elementy.
Nech nemd ziaden lavyj ani pravy idedl + [0] a S. Potom je S — {0} grupou.

D 6kaz. Podlavety 3,7 je S — {0} zlava aj zprava jednoduchou polo-
grupou; teda je grupou, : v

Vznika nakoniec otézka, ¢i nie je moZno bliZ8ie charakterizovat § t r u k-
tiru zlava jednoduchej pologrupy. To je skutoéne moZné
v pripade, Ze S obsahuje idempotent. O tom plati tato velmi zaujimava
veta: .

Sxm 3,13. Zrava jednoduchd pologrupa je mnozinovym suétom disjunki-
nych izomorfnych grip vledy a len viedy, ak md aspori jeden idempotent.

Dékaz Pozri Schwarz [3], odsek 3.

.<o vetach 3,8 a 3,11 vystupuja stdty zlava jednoduchych pologrip.
Tieto pologrupy st spolu viazané tym, Ze vytvarajt jednoducha pologrupu.
Da sa &akaf, Ze ich Struktiry spolu nejako stivisia. To je aj pravda. D4 sa
dokazaf, Ze ked jedna znich obsahuje idempotent, tak ho ajvietky obsahuju.
Teda: ZL, z vety 3,8 a X0, z vety 3,11 st stétami disjunktnych grip.

Nadto sa da dokazaf, Ze vietky v nich vystupujice grupy st navzéjom
zomorfné. O tom platia presne tieto dve vety: .

Veta 3,14. Nech S je jednoduchd pologrupa bez nuly, kiord md aspori jeden
lavy idedl a aspori jeden idempoient. Polom ie 8 = XG,, kde G, st disjunkiné
izomorfné grupy. «

D6kaz. Pozri Schwarz [3], veta 4,1.

. <2m 3,15. Nech S je jednoduché pologrupa - s :E.E‘ kiord md aspori

jeden idempotenl + 0. Nech S md aspori jeden minimdlny Favy idedl. Potom

moino pisal S ako. siiel dvoch disjunkinych séitancov S = 2P, + ZG,,
« ]

kde P} = {0}, P. 0 Py = {0} a G, sz samé disjunkiné izomorfné grupy.

Dékaz. Pozri Schwarz[4], veta 73. -

V citovanych pracach je dokazané et toto. Existencia idempotentného
elementu je iste zarudend, ak pologrupa S okrem minimalneho Pavého
idedlu obsahuje eSte aspofi jeden minimdlny pravy idedl. Plati teda
tato veta. v

Veta 3,16, Tordenia vely 3,14 a 3,15 osldvajii v platnosti, ak S je jedno-
duchou pologrupou, kiord md aspori jeden minimdlny Favy a aspori jeden
minimdlny pravy idedl.
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Dodatok

Viimnime si efte ako je to s maximalnymiidealmi v jed-
noduchyech pologrupach. v ‘

VelI'mi prehladna je situdcia u jednoduchych pologrip, ktoré mait aspon
jeden minimélny Tavy ideal I, pre ktory je I2 =+ 0. Podla vety 3,8 a 3,11
je S sudtom vietkych minimalnych lavych idedlov z S, S = Xl..

a) Ak « =1 a § ma nulovy element, je [0] jedinym maximalnym Favym
ideélom z S. Ak S nemé nulu, neexistuje ani maximalny Tavy ideal.

b) Nech je a > 1. PoloZme L, = m.nee kde stftame cez vietky a okrem
@ = ». Je zrejmé, ¢ mnoZiny L, davaji vietky maximalne Tavé idealy.
Pre tieto plati najprv L,c 8. Ak viak priddm k L, Tubovolny element
a€8S,ann€l,t. j.a€l, a + 0, potom Favy ideal, do ktorého patri a,
obsahuje aj (a, Sa)E (I, SI,) = I,. Kede je I, minimalny lavy ideal z S,
je (a, Sa) = I,. Teda ,,najmensi‘‘ Tavy ideal, ktory obsahuje L, a element a,
jeL,+1,=38, & b. t. d. . ;

Pokial ide o maximéilne obojstranné idealy, je bezprostredne
zrejmé toto: :

a) Jednoduché pologrupa bez nuly nemé maximalny obojstranny ideal

b) v jednoduchej pologrupe s nulou je [0] maximélnym obojstrannym
idedlom z S.

4.

V odsekoch 4 a 5 nebudeme zatial &init Ziadne obmedzujice predpoklady
minimality. V tomto odseku dokaZeme niekolko viet, ktoré sa tykaja
existencie jediného maximalneho idedlu v danej pologrupe. .

Veta 4,1. Nech pologrupa S md aspori jeden mazimdlny Favy idedl L,
Al existuje asport jeden dali idedl I, kiory nelesi v L, potom je (L,I} = S.

D 6 kaz. Stéet L + [ je opat Tavy ideal. Keby bolo L + Ic S, nebolo
by L maximalnym lavym idealom. Teda je nevyhnutne L - [ = S,8.b.t. d.

O pologrupe, ktora sa da pisaf ako stidet svojich Tavych idealov (< S),
budeme hovorif, Ze sa d4 pokry ¢ Favymi idealmi.

Speciélne, ak existujt dva maximélne Pavé idedly L,, L,, je podla vety
4,1 iste moZno 8 pokryt Favymi idealmi. .

Nés budé v dalSom dasto zaujimat také pologrupy, ktoré sa nedaju po-
kryf napr. svojimi Tavymi ideilmi. Ak taka pologrupa mé aspoin jeden
maximalny favy idedl L*, potom podfa vety 4,1 kaidy Favy ideal + S je
obsaZeny v L*.

Definieia 4,1. Budeme hovoril, Ze pologrupa S md mazimdlny idedl L*,

ak L* je taky jeding mazimdlny Tavy idedlz S, v kiorom je obsaZeny kaidy
ing lavy idedl z S. .
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Znak L* (s hviezditkou) rezervujeme vyhradne pre tento pripad.
(V tomto pripade sa teda S neda pokryt Tavymi ide4lmi.) Podobny vyznam
maji idealy R*, M*.

Pozndmka. Keby sme %iadali iba to, aby S malo jediny maximélny
Tavy ideal L, este by z toho nevyhnutne nevyplyvalo, e sa S neda pokryt
Tavymi idedlmi. Je toti% mozné, Ze S ma jediny maximalny Tavy ideal L a
okrem toho dalf Favy ideal I, ktory nie je moZno vnorit do #iadneho maxi-
malneho Tavého idedlu. Existencia daliieho Pavého ideslu viak uZ staéi
(podfa vety 4,1) na pokrytie S.

To ukazuje tento priklad: . v

Priklad 4,1. Nech pologrupa § je mnoZina, ktorej elementmi st:

a) vietky redlne &fsla « > 0, .

b) symbol o,

¢) symbol a.

Skladanie (nisobenie) nech je definované takto:

‘1. u ¢&sel nech je nim obyd&ajné séitanie cisel,

2. pre element © nech plati S+ © = o - § = o,

3. pre symbol a nech plati - a =« -q = @, a-a=a. To je zrejme
komutativna pologrupa, v ktorej » je nulovym elementom. Oznaéme zna-
kom U, mnoZinu reilnych &isel > «. Existuje jediny maximalny ideal,

totiz M = { o, U,). ,,Najmensf* ideal, do ktorého patri a, je {, a}. Tento
idedl nemoZno vnorif do Ziadneho maximélneho idedlu, kedZe ka*da mno-
Zina {«, a, U} je sice ide4lom, ale pre Ziadne a > 0 nie Jje to maximélny
idedl v smysle nagej definicie (pre @ = 0 je oviem {w, aq, Uy =38

Vznikd otzka: za akych podmienok mozno tvrdif, Ze pologrupa ma ideal
L* (R*, M*). Niekolko typov takych polograp davaju tieto vely: :

Veta 4,2. Nech S md aspori jeden I, avy idedl + S a okrem loho pravii jed-
notku. Polom existuje jeding mazimdiny lavy idedl L*.

Do6kaz ,Najmensi Tavy ideal, do ktorého patri prava jednotka e,
e {e,, Se;} = S. Teda e, neméze patrit do Ziadneho Pavého idedlu + S,
Inymi slovami:- S nemoZno pokryt Tavymi ide4lmi. :

Podla predpokladu existuje aspoii jeden lavy ideal IcS. Nech 9 je
mnoZina vietkych Favych idedlov z § obsahujicich I a neobsahujucich e,.
Vzhladom na inkltziu je. 9 &iastoéne usporiadanou mmoZinou. Ak B je
nejak4 usporiadani podmnozina elementov z %, spojova mnoZina vietkych
elementov z B je opif zrejme Tavym ideélom, ktory neobsahuje e,, teda,
ktory patri do 9. Podla principu maxima, znimeho pod menom Z o r-
novo lemma (%o je logicky ekvivalentné znimemu axiému vyberu),
v Y existuje aspoti jeden maximalny element L*. Toto je zrejme maximalny
Yavy ideal z S, lebo pre kazdy ideal L, pre ktory je L* ¢ L, nevyhnutne
platie € L, t. j. L = S. Stdasne v I existuje len jediny taky maximalny
element, lebo keby existoval daldi, napr. L;, bolo by podla vety 4,1
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{L*, L},} = S, t. ]. ¢, by sa dalo pokryt nejakym ideilom = S, 8o nie je
pravda.
Podobne dokaZeme:

Veta 4,3. Nech S md aspori jeden pravy idedl + S a nech obsahuje lavi
jednotku e,. Polom ezisiuje jeding mazimdiny pravy idedl R*. )

Veta 4,4. Nech S md aspori jeden obojsiranny idedl + S. Ak md S pravi
alebo Favu: jednotku, existuje jeding mazimdiny obojstranny idedl M*. Nadio:

a) ak md S pravi jednotku e, existuje aj L* a plati M* S L*;

b) ak md S lavi jednotku e, exisluje aj R* a plati M* € R*;

c) ak ma S obojstranni jednotku, je M* S R* n L*.

Ostrejsie vety dostaneme, ak predpokladime, %e S ma aspos jeden m i-
nimalny Favy ideal.

Veta 4,5. Nech S md aspori jeden minimdlny Pavy idedl.

a) Ak S md pravi jednotku e, a nie je jednoduchou pologrupou, potom
existuje L* a M*. ,

b) Ak S md Favii jednothu e; a nie je jednoduchou pologrupou, ezistuje
R* a M*. :

Dékaz Ak Sma nulovy element, potom Plynie veta 4,5 z vety 4,4,
lebo za obojstranny ideal =z vety 4,4 moZno vzia nulovy ideal [0]. Preto
predpokladajme, e S nema nulovy element.

Podra predpokladu existuje aspoii jeden minimalny Favy ideal I. Podla
vety 3,3 je [ S minimalnym obojstrannym idealom pologrupy S. Ak IS = 8,
je S jednoduchou pologrupou. Nech je teda v dalfom ISc S.

a) UZ sme ukazali, e ¢, nemédse patrif do Ziadneho Yavého idealu =+ S.
Teda je e, non € IS. Existencia L* a M* plynie teraz z vety 44.

b) Podobne e; nemé%e patrit do Ziadneho pravého a tym menej oboj-
stranného idedlu + S.Teda je aj ¢; non € IS a veta vyplyva opit z vety 4,4.

Poznamka 1. Tvrdenia a), b) z vety 4,5 nie st duélne, lebo polo-
grupa, ktora ma aspoii jeden minimalny Tavy ideal, nemusi mat ete mj-
nimalny pravy ideal. ,

Poznadmka 2. MdZe sa skuto&ne staf, Ze dokonca aj koneéna polo-
grupa ma pravi jednotku e,, ale L* a M* neexistuji. Potom je — pravda
— S nevyhnutne jednoduchou pologrupou. Priklad takej pologrupy je:

Priklad 4,2. Nech je S pologrupa, ktorej elementmi st prvky § =
={a, b, ¢, d} s multiplikagnou tabulkou:

| a b [ d
al a- b a b
b b a b a
c ¢ d ¢ d
d d c d c

Elementy a, ¢ st pravymi jednotkami, idealy L* a M* viak neexistuju.
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Detinicia 5,1. Pologrupu nazjvdme obojstrannou, ak kazdy jej idedl je
obojstranny.

Poznadmka. Také nekomutativne pologrupy prirodzene existuja.
Vezmime napr. Tubovolnt vyslovne nekomutativnu grupu G. Pridajme
k nej element z a definujme: a) 22 =12, b) Gz = 2G = ¢, ¢) nésobenim vo
vnitri grupy G nech je pévodné nasobenie. Mame nekomutativnu polo-
grupu, ktord ma len dva idedly, totiZ [0], S. Oba sa obojstranné. Lah-
ko moZno sostrojit aj menej trividlne priklady.

Veta 5,2, Nech S je obojstrannd pologrupa, v kiorej existuje jeding ma-
zimdlny obojstranny idedl M*. Nech S — M* md viac ako jeden element.
Potom je S — M* grupou. .

Poznémka vopred. Neskér dokiZeme vo vete 8,5 inymi pro-
striedkami, Ze tato veta plati pre Fubovolny maximalny ideal oboj-
strannej pologrupy. ,

Dékaz. Nechijea€S — M*. Sostrojme ideal {a, Sa). Tento Je podla
predpokladu obojstranny. Kedze obsahuje @, je nevyhnutne {a, Sa) = 8.
Podobnou Gvahou ako vo vete 5,1 dokéZeme, Ze je dokonca Sa = S. Uva-
Zujme dalej ideal {a, aS}. Ten Je opit obojstranny. Obsahuje a, teda je
{a, aS} = S a opif, obdobne ako vo vete 51,a5=28.
~ Ak je naopak a€ M?*, je SaS SM*SEM* S, aSEM*SES M*cS.
Teda je S — M* mnoZinou tych a len tych elementov g € S pre ktoré
plati stidasne Sa = 8, aS = §S.

Z toho najprv vyplyva, e T = S — M* je pologrupou. Ak su toti a, b
dva Tubovolné elementy a, b € T, plati Sa = aS — S, Sb = bS = S. Teda
Sab = 8Sb = S, abS = aS = §, t. i- platf aj ab € T. Teda T je pologrupou.

Rovnice Sg = aS = § platné pre kaidé a € T Vyzeraj explicitne vy-
pisané takto:

5.

V tomto odseku si odvodime niekol'ko obecnych viet o pologrupach,
ktoré maja idealy L*, R*, M*. Hibsie vety o takychto pologrupich budyg
obsahom -odseku 9. .

Veta 5,1. Nech pologrupa S md jeding mazimdlny Favy idedl L*. Nech.
S — L* md viac ako jeden elemend. Potom je S — L* pologrupou.

Do6kaz. Nechjea€sS — L*, KedZe a nie je moZno pokryf maximal-
nym lavym ideélom, je avy ide4l L = {a, Sa) nevyhhutne rovny celému S.
Teda je L* c {a, Sa) = §. Ak vynechéme z L element a, dostivame opit
Favy ideal Sa. Tento 'by mohol mat popripade menej elementov ako S;
teda je Sa S S. Vzhladom na to, Ze § — L* m4 viac ako jeden element,
je vBak este stale L* c Sa. Ked¥e viak L* je maximalnym Tavym idedlom,
Je nevyhnutne Sq = §.

Ak je naopak a € L*, je SaSSL*SL*. Teda je 8§ — L* presne mno-
Zinou tych elementov q € S, pre ktoré je Sa = S. ‘

Ak st teraz a, b dva elementy € S — L*, je Sa=3S8, Sb =38, teda
Sab = Sb = §. Teda je tiez ab€S —L*, t.j. S — L* je pologrupou,
&. b. t. d.

Poznédmka 1. Analogicky veta plati pre maximalny pravy ideal, ak
taky existuje.

Poznamka 2. Predpoklad, %e S — L* ma viac ako jeden element,
je podstatny. To ukazuje tento priklad:

Priklad 5,1. Nech S je pologrupa, ktorej elementmi sg &sla S =
=0, 2, 4, 8} a pod nasobenim rozumieme nasobenie &isel (mod 12). Mno-
Zina L* = {0, 4, 8) je zrejme maximilnym idedlom z S. Av3ak mnoZina
S — L*, ktord pozostava z jediného elementu {2}, nie je pologrupou.

Veta analogicka k vete 5,1 pre obojstranné idedly nekomutativnych
pologrip neplati. O tom sa najlepsie presvedéime na priklade.

Priklad 52. Majme pologrupu § = {0, a,, a,, a3, a,), v ktorej naso-
benie je definované tabulkou:

(M* + T)a=M* 4T, (1
a(M* 4+ T)=M*+T. (2)
Rovnica (1) ddva M*a + Tq = M* + T. Kedie je M* obojstranny ideal
je M*a S M*. KedZe je T pologrupou, je Ta S T. Dalej st oba sitance

| o = S % T na pravej strane disjunktné, t. Jo M* T =0. Teda je nevyhnutne
70 0 0 0 0 0 3 . .
A 0 a a, 0 0 o M*a = M*, Ta=T,

a 0 0 0 o a, Podobne z rovnice (2) vyplyva:

2 lg B o=m U g | aM* = M*, T =T.

a, ] 0 0o - a, a, 3

Rovnice aT = T, Ta = T hovoria: ku kazdej dvojici elementov a,berT
existuji-dva elementy z, y € T také, Ze plati az = b, ya = b. Z elementov
axiomatiky teérie grip je znme, Ze pologrupa s takouto vlastnosfou je
grupa. Tym je veta 5,2 dokazana.

Poznamk a. Predpoklad, ze S — M* ma viac ako jeden element, je
podstatny. To vidno hned z prikladu 5,1.

Tato pologrupa ma jediny maximalny obojstranny ideal M* — [0]. Je
to teda priklad jednoduche;j pologrupy. MnoZina § — pM* je mnoZina ele-
mentov {a,, a,, a;, a,}. Tieto viak netvoria pologrupu (lebo nasobenim do-
stdvame aj nulu, teda z mnoZiny vyboéime),

Zato v pripade komutativnej pologrupy a este obecnejsie v pripade tzv.
obojstrannej pologrupy dokazeme podstatne ostrejsiu vetu.
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6.

VyloZime teraz pojem tzv. diferené&n ej pologrup y Nm<mnmu¢._.,
prvy raz Reesom [1]."

Nech S je pologrupa a M jej pevne zvoleny obojstranny ideal. Nmﬁw%.za

<mu.m~w&:mmmuo<muﬁ %anﬁwmboguamoﬁsom M), ak
1. bud je a = b, e
2. alebo je studasne q € M,be M.

. Této relacia je reflexivna, symetricka, transitivna. Je to teda ekvivalen-
cia v obvyklom slova smysle.

Ak oznaédime znakmi a,b,c, ... elementy € S — M, je zrejmé, ze E.mmmu.,

(mod M) st mnoziny
To=M), T, = {a), T, =), ...

Hw?w owiwm_mu&m je nadto regulérna. Triedy tvoria pologrupu, v ktorej
je w.mmovoua tried definované vzfahom T,0T, =T, ak v smysle néso-
benia HS.EmeA.Z pdvodnej pologrupy je T,-T,ET.. Kedie M Je oboj-
stranny ideal, je zrejmé, Ze T, mé tlohu nulového elementu. Tiito polo-
grupu tried oznaéime znakom'S — S/M a nazveme diferengnou pologrupou.

Z horného vyjadrenia Je zrejmé, Je diferendna pologrupa § je izomorfna
k mnoZine S — M + O, t. j. k mnoZine elementov z S nepatriacich do M
$ novym pridanym nulovym elementom 7] (ktory musfme pridat aj vtedy,
ak S samo nemalo nulovy element):

S=SM=x=~S—M+4.

V daliom v:mmﬁm elementy pologrupy S znadif miesto znakov T, T,,
T, ... znakmi 0, q, 3, .. ..

Zobrazenie S - § Je teda homomortné zobrazenje 1

a2 : . pologrupy S na polo-

grupu S, ktoré je definované takto: ’

Pre a€S — M je a —» g,

pre a€M jea 0.

Nwm%o woémmzmamw na prisludny izomorfizmus) uvedens konstrukcia
vyzera takto: diferenéng pologrupu dostaneme, ak nechame splynif vietky

elementy z M v jediny element 0, kym ostatnym elementom z S pone-
chéme ich pévodny vyznam,

Poznamka. Treba poznamenat, Ze na§ homomorfizmus S - § zda-
leka nevyderpava vietky moZné homomorfné zobrazenia pologrupy S na
nejakid int pologrupu . (Iné homomorfizmy pozri v pracach L ja pin
[JImanun] [1] —[4]a MaTcev [Mampues] [1].)

.Hma.m..a odvodime rad viet pomocného charakteru, ktoré ukazu stvislost
medzi idealmi pologrupy S a pologrupy S/M.
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Veta 6,1. Nech m je obojstranny idedl pologrupy S. Nech I je taky lavy
idedlz S, 2 mE1E S. Potom [ = I/m je lavgm idedlom pologrupy S = S/m.

D 6 k a z. Predovietkym ma [/m smysel, lebo m je ties obojstrannym
idedlom v [. Pri homomorfizme S - § prejde kazdy vzfah glE 1 do vzfahu
alS1. KedZe u ns vztah alS [ plati pre kaidé a € S, platf aj alS 1 pre
ka?d¢ a € 8. Teda I je Tavym idedlom z §.

Poznidmka. Analogicka veta plati pre pravy ideal r, ktory vyhovuje
vzfahu mErES a pre obojstranny ideal m,, ktory vyhovuje vzfahu
mEm, €S. Podobnt poznidmku u dal$ich viet ui nebudeme  vyslovne
uvadzat.

Veta 6,2. Nech m je obojstranny idedl z S. Nech S — § Je zobrazenie S

na diferenéni pologrupu Sjm. Nech T je Tavy idedl z S. Polom mnofina ele-
menitov 1 z S, kioré v spominanom homomorfizme prejdi do I, je Pavy idedl
z S (klory obsahuje v sebe m).

Dékaz. Nech v homomorfizme S -3 odpoveda elementu a - q.
Tvrdim, Ze je alS 1, pre kadé a € S. Keby tomu tak nebolo, existovala
by aspoii jedna dvojica g, € S, ¢ €l tak, Ze by bolo g, ¢, non € I. Teda by
bolo a, ¢, non €7 a tym skér a, Inon € T. To by znadilo, Ze I nie je Tavym
idedlom z S, &o je spor s predpokladom. MnoZina m patri do [, lebo nulovy
element € S nevyhnutne patri do T.

Veta 6,3. Nech m je obojsiranny idedl pologrupy S. Nech L je nejaky taky
mazimdlny lavy idedl pologrupy S, Ze je mSLcS. Polom L — Lim je
mazimdlnym Uavgm idedlom z S = Sim.

Ddkaz Podlavety6,1jeL Tavym idealom z S. Usudzujme nepriamo.
Nech existuje lavy idedl L, ZcL,c 5. Podla vety 6.2 je mnoZina ele-
mentov L, c S, ktoré sa v homomorfizme S -» § zobrazia do L,, Tavym
idedlom. Pritom je Lc L, (lebo mno¥ina obrazov L,—T je neprazdna)
a L,cS (kedie aj mnozina obrazov § — I, je neprazdna). Teda L, je
Tavym idedlom z S, t. j. L nie je maximalnym Yavym idedlom z S. To je
spor.s predpokladom. .

Pomocou viet 6,1—6,3 sa analogicky dokaze: _

Veta 6,4. Nech m je obojsiranngm idedlom z S. Nech S — 5 je homomorf-

nym zobrazenim S na diferenéni pologrupu Sim. Nech L je mazximdlnym
lavgm idedlom z S. Polom mnofina Lc S, kiord v spominanom homomor-
fizme sa zobrazi do L, je mazimdlny Lavy idedl z S (kiory obsahuje v sebe m).
Vety 6,1—6,4 budeme v dalSom aplikovat predovietkym na pripad, Ze
m je nejaky maximalny obojstranny ideal z S.
Veta 6,5. Nech M je mazimdlny obojstranny idedl pologrupy S. Potom
S|M je jednoduchou pologrupou. -
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Dok 2 z. Nepriamo. Keby S = S/M malo obojstranny ideal M,, 0 <
< .;.ﬁ cS wo&,m vety 6,2 by to znamenalo, Ze v S existu je taky obojstranny
idedl My, Ze je Mc M,c S. To je ale spor s predpokladom, %e M je maxi-
malnym obojstrannym idealom z S.

.5:» aa Nech M je mazimdiny obojsiranny idedl z S. Nech S — M mdg
viac ako RAM«S element. Potom pre diferenéni pologrupu S|M neméze platit
(S/M)? = 0.

D 6 k a z. Nepriamo. Predpokladajme, %e plati S — (S/M)2 = 0. Pre
pévodni pologrupu to znamena, Ze je (S — M)2S M. Oznadme elementy
€ .m.w. E.me.g, Ua, Up, ..., Uy, ... Oznadme dalej U, =8 — M — u,.
KedZe existuju aspoii dva rézne elementyu,, je S— Mo U, +0a existuju
teda aspoii dve rézne mnoziny U.

-

C<mm&8aBuommu%.§+QeuE. .HS.&Bo“mm.gl_,Qe je obojstran-
nym idedlom z S. Je totiz: .
S(M + U.) = SM + SU,EM + [(MU,) + (S — M) UJEM + [M +
+(—M)(S—-M]EM+ (S—MPEM+McM+ U,

Podobne je (M + U,)-Sc M + U,.

N.m&mm jeMcM+ U,cS8,to by znamenalo, ¢ M nie je maximilnym
obojstrannym ideilom z S. To Je viak spor s predpokladom. v

P ozn dmka. Priklad 5,1 ukazuje, Ze predpoklad: S — M ma viac
ako jeden element, je podstatny. Nech je, ako v uvedenom priklade
S = {0, 2, 4, 8) a nasobenim rozumejme nasobenie &isel (mod 12). memu
malny ovo._.mewwmﬁ% wmmm: je M* = {0, 4, 8). Diferenén4 pologrupa S/M*
je pologrupa S = {0, 2}, ktorej multiplikadna tabulka vyzera takto: -

|

=]
11

[

™IS
IO
1 O!

Teda je S2 = 0.
& o 7.

Ulohou odsekov 7—10 je teraz dokazaf rad viet o Strukttre mnoZin
S—L,S—M,kde L (M) je maximalny Favy (prip. obojstranny) ideal
pologrupy S. , .

V odseku 7 budeme $tudovat Struktiru S — M za predpokladu, e M
je ktorykolvek z maximalnych obojstrannych idealov.

v oamwwa 8 budeme 3tudovaf pripad, e M je taky maximélny oboj-
stranny idedl, ku ktorému existuje najviac jeden maximélny Pavy ideal L,
ktory obsahuje v sebe M.

V odseku 9 budeme podrobnejiie §tudovaf struktiru mnoin S—L*
S — M* §tudovanych uZ v odseku 5.
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V odseku 10 preberieme niekolko dalsich $pecialnych pripadov.

Veta 7,1. Nech M je mazimdlny obojsiranny idedl z S. Nech S|M ma
aspoti jeden minimdlny lavy idedl. Potom, ak S— M je pologrupou, je S — M
sutlom disjunkingch zlava jednoduchijch pologrip. s .

Dékaz Ak S — M je pologrupou, to znamena, e S = S/M je polo-
grupou s nulou 0, v ktorej Ziaden element + 0 nie je nulovym delitefom.
T. j. ab = 0 implikuje bud a = 0, alebo b = 0. Je teda iste 52 + 0. Podla
vety 3,9 a 3,10 je S saétom disjunktnych minimalnych Tavych idedlov.

§ =S/M = X l..Podlavety 3,11 je I, = P, + Qu, P2 = {0}, Pun Qo = &
kde kazdé 0, je zlava jednoduché. Teda je § = Z P, + X0,. KedZe nulovy
delitel neexistuje, je nevyhnutne pre kazdé « P, = {0). Teda § — 0 = Z0,,

kde kaidé Q. je zfava jednoduché. Kedze S — 0 je izomorfné k S — M,
veta je dokézana.

Veta 7,2. Nech M je maximdlny obojsiranny idedl pologrupy S. Nech
S/M md aspoii jeden minimdlny Favy a aspori jeden minimdlny pravy idedl.
Ak S — M je pologrupou, mozno pisat: .

_ S=M+ 269 MnZGH =4,

kde G® stz samé disjunkiné izomorfné grupy. . .
D6 kaz. Ako uvety 7,1 je § = X 0,, kde 0, st minimalne Tavé idealy

z'S (ktoré maja za .mm.&omn% element iba 0). Podla vety 3,16 moZno v tomto
pripade kazdé Q, pisat v tvare Qo= {0} + X G,, kde G, st disjunktné izo-

morfné grupy. Pritom podla vety 3,15 aj grupy vystupujiice v réznych 0,
st spolu izomorfné. Tym je veta dokazana.

Désledok 7,2. Nech M je mazimdlny obojsiranny idedl koneénej polo-
grupy S. Ak S — M je pologrupou, S — M je dokonca suttom disjunkingch
izomorfnych grap.

Uzivajtic vetu 3,14 celkom analogicky dokaZeme:

Veta 7,3. Nech M je mazimdlny obojsiranny idedl pologrupy S. Nech
S — M je pologrupa. Nech S|M md aspori jeden minimdlny lavy idedl a aspori
jeden idempotent. Polom je S — M stdlom disjunkingch izomorfnijch grip.

Désledok 7,3. Nech M je mazimdlny obojsiranny idedl periodickej* polo-
grupy S. Nech S[M md aspori jeden minimdlny Favy idedl. Ak S — M je
pologrupou, S — M je dokonca stiélom disjunkingch izomorfnygch grip.

1 Periodickou pologrupou rozumieme taka (vo <woocogom$,u¢§=mgﬁ polo-
grupu, v ktorej kaZda postupnost a, @%, a®, ... m4 len koneény poéet roéznych ele-
mentov. :
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8.

Veta 8,1. Nech M je mazimdiny obojsiranny idedl z S. Nech S — M md
viac ako jeden element. Nech S/M md aspori jeden minimdlny lavy idedl.
Nech existuje najviac jeden mazimdlny lavy idedl L, kiory spliiuje
vzlah ME L c S. Polom je:

a) M =1L,

b) 8§ — L je zlava jednoduchou pologrupou.

Poznamka vopred. Vetateda hovorf, Ze za tychto predpokladov
neexistuje vobec Ziaden maximélny Tavy ideal L o> M. ,

D4 kaz. Podla vety 6,5 je S = S/M jednoduchou pologrupou. Podla
vety 6,6 je (S) + 0. Podra predpokladu existuje aspofi jeden minimalny
Tavy ideil z S. Podla vety 3,10 teda S je siétom minimélnych Favych
idedlov z 8, § = X[, .

Tvrdim, Ze na pravej strane poslednej rovnice méze byt jediny s&ftanec
rézny od nulového idealu. To dokaZeme nepriamo. Predpokladajme, Ze na
pravej strane si aspofi dva s&itance od nulového idealu rozne. Oznadme

L, = Z'l,. Nech L, je mnoZina elementov € S, ktora pri homomorfizme

a, o Fy
S —»§ je origindlom mnoziny L,. L, je zrejme Tavym ideilom a plati

McL,cS. Podla dodatku k odseku 3 je kadé¢ L, maximalnym Tavym

idedlom pologrupy S. PodTa vety 6,4 je L, maximélnym Tavym ideslom
z 8. KedZe existuji aspori dve také rozne mnoZiny L,, mame spor s pred-
pokladom existencie najviac jedného takého maximalného Favého idealu L,
pre ktory plati MSLc S.

Je teda S/M = [, kde [ je jediny existujtici minimalny Favy ideal z S/M.
Inymi slovami: S/M je pologrupa, ktora nema ¥iaden iny Favy ideal ako 0
a S/M samo. . .

Podla predpokladu je ME L c S. Podla vety 6,1 je L/M Favym idealom
z S|M. Kedze je L|M c.S/M, je nevyhnutne L/M = 0, t. j-L = M. Teda
za naSich Emmwoﬁm@o,\. maximélny Tavy ideil L je dokonca totoZny s ma-
ximélnym obojstrannym idealom M. .

Podla vety 3,7 je teraz S/M — (0) =8 — {0} zlava jednoduchou polo-
grupou. Pre pévodnu pologrupu to teda znamena, Ze je S = M -+ S,, kde
Mn S, =0 a8, jezlava jednoducha pologrupa. Tym je veta 8,1 dokazana.

Veta 8,2, Nech M je maximdlny obojstranny idedl pologrupy S. Nech
S — M md viac ako jeden elemeni. Nech S/M md aspori jeden minimdlny
Pravy a aspori jeden minimdlny lavy idedl. Nech existuje najviac jeden ma-
zimdlny lavy idedl L spliiujici MELcS a najviac jeden mazimdlny
pravy idedl splriujiuci ME Rc S. Potom
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a) M=R=1,

b) § — M je grupou.

Dokaz Podla vety 8,1 je S — M zlava jednoduchou pologrupou.
Podla vety dudlnej k vete 8,1 je viak tiex M = Ra § — M je tieZ zprava
jednoduchou pologrupou. Teda S — M je grupou, &. b. t. d. .

SlabSou formulaciou vety 8,1 je tato pozoruhodni veta:

Veta 8,3. Nech M je taky maximdiny obojsiranny idedl pologrupy S,
kiorg nie je obsazeny ako vlasind podmnoZina v Fiadnom Favom idedli + 8.
Nech S — M md viac ako jeden element. Polom je S = M + 0, kde MnQ =
=0 a Q je zlava jednoduchd pologrupa.

Poznadmka vopred. Ak teda vopred predpokladame, %e ne-
existuje vébec Ziaden Tavy ideal L, pre ktory by platilo So L > M , moZno
obmedzujtici predpoklad o S/M vynechat.

D 6 kaz. Kedie neexistuje taky Tavy ideal L, pre ktory by platilo
McLcS, podla vety 6,2 to znamens, e diferendna pologrupa S/M
nema Ziaden Tavy idedl + 0 a +S. Podla vety 3,7 je S/M — {0} zlava
jednoduchou pologrupou. Pre pévodni pologrupu to znamena, e S — M
je zlava jednoduchou pologrupou, €. b. t. d.

Analogicky sa dokaze:

Veta 8,4 Nech M je iaky mazimilny obojsiranny idedl pologrupy S,
kiory nie je obsaZeny ako vlastnd podmnozina v #iadnom Favom alebo pravom
idedli + S. Nech S — M mdé viac ako jeden elemeni. Polom mozno pisal
S =M 4G, kde E:QH&QQ?%E@P

Aplikujme vetu 8,4 na obojstranné pologrupy zavedené definiciou 5,1.
Tu medzi maximalnymi Favymi, pravymi a obojstrannymi idealmi niet
rozdiel. Z vety 8,4 vyplyva teda toto podstatné zostrenie vety 5,2,

Veta 8,5. Nech M jelubovolny mazimdlny idedl obojstrannej pologrupy S.
Nech S — M md viac ako jeden element. Potom S — M je grupou.

9.

Rad zaujimavych viet dostaneme v pripade, ak pologrupa ma jediny
maximalny lavy (pravy, obojstranny) ideal L* (R*, M *). V odseku 4 sme
nadli niekolko podmienok, ked tento pripad iste nastane. V odseku b sme
uZ ziskali prvi informéciu o $truktre mnoZin § — L*, S — R*, prip.
S — M*. v

Dalgia veta je podstatnym zovSeobecnenim vety 8,azprice Schwarz [5].

Veta 9,1. Nech v pologrupe S existuje L*. Nech S md aspori jeden oboj-
stranny idedl + S. Polom exisiuje aj M* (a je — pravda — M* S L*.).

D 6 k a z. Oznaéme znakom F mnoZinu tych b € S, pre ktoré je {b, Sb,
bS, SbS} = S. MnoZina F je neprizdna. Ak je totiz @ € S — L*| je podla
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dokazu vety 5,1 {a, Sa} = S. Teda tym skér je {a, Sa, aS, SaS) = S.
Preto je dokonca F2S — L*.

Dalej je iste F < S, lebo podla predpokladu existuje asponi jeden oboj-
stranny idedl'm a pre b € m je {b,+Sb, bS, SbSY}Em + §S.

V dalSom ndm péjde o to, najst nejaky taky, , najsrsi obojstranny
idedl M, pre ktory plati M n F = ¢.

UvaZujme mnoZinu % vietkych obojstrannych idealov z S, ktoré obsa-
hujt m, ktoré nepretinajia F. Tato mnoZina jeneprazdna. Ak m cm, cmg...
je Tubovolnd v smysle inklazie usporiadand mnoZina elementov z A,
potom spojovd mnoZina tychto elementov z 9 patri opit do UA. Podla
Zornovej lemmy z toho vyplyva, Ze v % existuje aspoit jeden maximalny
element M. To znameni: existuje taky obojstranny ideal M , ktory ma
tieto vlastnosti:

a) MnF =g,

b) pre kazdé¢ M'>5M je M'n F + g.

KedZe M je aj avym idedlom, je — pravda — MSL*,

‘Tvrdim teraz, Ze je F = § — M. PodTla definicie mnoZiny F je FES—M.
Zeneméze byt Fc S — M , dokéZeme nepriamo. Nech existuje mmwmm jeden
element b € S — M, bnon € F. Potom ideil M, =M + (b, Sb, bS, SbS)
Je obojstrannym idedlom z S a kedze je b non € M, bolo by M, > M.

Teda by bolo M, nF <+ . Nech i¢ ¢ € M; n F. Potom na jednej strane
(kedZe je ¢ € M,) je {c, S¢, ¢S, ScS)E M,. Na druhej strane (kedze jec € F)
je {c, Sc, ¢S, S¢S} = S. Teda je S — M,. Kedze b nepatri do F, je M, =
= {b, Sb, bS, SbS} + S. Stitasne je viak M, (ako Tavy idedl) S L*. Teda
My=M+ M,S{L* +L*)=L*c S, M,cS. To je mwo_..! Preto je
vskutku S — M = F.

KedZe pre kaidé b € S — M je {b, Sb, bS, SbS) = S akazdé be M ije
{b, Sb, bS, SbSY S M, z ddkazu vidiet, %e M je maximalnym obojstrannym
dedlom z S. Teda je M = M*. Existencia M* je dokazani,

Veta 9,2. Nech v pologrupe S existuje L* a nech S md aspori jeden oboj-
stranny idedl <+ S. Nech S — L* md viac ako jeden element. Nech diferenénd
pologrupa S|M* md aspori jeden minimdlny lavy idedl. Potom:

a) L* je sttasne mazimdingm obojsiranngm idedlom z S, L. L* = M*.

by 8§ — L* je zlava jednoduchou pologrupou. :

D 6 k a z. Existencia M* vyplyva z predoilej vety. Kedze je M* € L*
‘< § a existuje iba jediny maximalny lavy ideal vobec, st splnené ?«.Mwmwo-
klady vety 8,1. Znenie nagej vety je jej bezprostrednym désledkom.

Veta 9,3. Nech v pologrupe S ezisluje R* a L*. Nech existuje aspori jeden
obojstranny idedl + S. NechS — L* ¢ S — R* maju viac ako jeden element.
Nech diferenénd pologrupa S|M* md aspori jeden minimdlny Favy a aspori
jeden minimdlny pravy idedl. Polom

a) L* = R* = M*, b) S — M* je grupa.
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D o6kaz Vyplyva z vety 9,2 a z vety k nej dudlnej.

Predpoklad o S/M* je velmi v3eobecny. Napriek tomu sa vynoruje
otazka, & opustenim tohto predpokladu nie je moino dostat vety analo-
gické k uvedenym. Vo vieobecnosti nie. Zato v pripade periodickych polo-
grap moZno dokézaf tieto vety: .

Veta 9,4. Nech v periodickej pologrupe S exisiuje L*. Potom exisluje aj
M* a plati:

a) L* = M*. R

b) Ak S —M* md viac ako jeden element, je S — M* zlava jednoduchd polo-
grupa, kiord je sutlom disjunkingch izomorfnjch grip.

Veta 9,5. Nech v periodickej pologrupe S existuje L* a R*. Polom existuje
aj M* a plaii:

a) R* = L* = M"*,

b) Ak S — M* md viac ako jeden element, S — M* je grupou.

Dokazy viet 9,4 a 9,5 st malou modifikiciou viet 6a, 6b z prace Schwarz
{5], a preto ich nebudeme obsirne dokazovaf.

10.

Vety m:&owmo_& k vetdm 9,4 a 9,5 dostaneme, ak predpokladime exi-
stenciu pravej, prip. obojstrannej jednotky.

Veta 10,1. Nech pologrupa S md pravii jednotku e,. Nech S md aspori jeden
obojsiranny idedl + S. Nech S|[M* md aspofi jeden minimdlny Lavy idedl.
Potom je S — L* suétom disjunkingch izomorfnych grip.

Dokaz AkS — L* ma jediny element, je tymto nevyhnutne e,. Tento
element sdm osebe tvori grupu. MéZeme sa teda obmedzif na pripad, Ze
S — L* ma viac ako jeden element. V tomto pripade je S — L* polo-
grupou podla vety 5,1.

Podla vety 4,4 existuje L* a M* a plati M* S L*. Podla vety 9,2 je
L* = M*aS — L* je zfava jednoduchou pologrupou. Ked¥e jee, € § — L*,
tato zlava jednoduchéd pologrupa mé idempotent. Teda podla vety 3,13 je
S — L* stétom disjunktnych izomorfnych grip.

Veta 10.2. Nech pologrupa md obojstrannt jednotku e. Nech md aspori
jeden obojsitranny idedl + S. Nech S|[M* md aspori jeden minimdlny Pavy
idedl. Poltom je S — M* grupou.

D 6k az. Podla vety 4,4 existuji za nadich predpokladov idealy M*,
R*, L* a plati M* S R* n L*. Diferenéna pologrupa S/M* je jednoducha
pologrupa s nulou, majica obojstrannt jednotku e. KedZe existuje aspoii
jeden minimalny Tavy ideal z S/M*, je S/M* podla vety 3,12 grupa s nulou.
Teda je S — M* grupou, ¢.b.t.d.

Vysledok vety 10,1 moZno formulovat aj takto:

Veta 10,1a. Nech pologrupa S md pravt jednotku e,. Potom ezistuje L*
a M* a plati: .
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a) bud L* = M* a § — M* je zlava jednoduchou pologrupou, kiord je
sutlom izomorfnyjch grip,

b) alebo jednoduchd pologrupa S|M* nemdé ziaden minimdlny Favy idedl.

Podobne ako v odseku 9 mo#no dostat analogické vety, ak vynechime
predpoklad o S/M*, zato viak uvaZujeme len Specidlne periodické polo-
grupy. . . :

V celej praci sme v zisade predpokladali, Ze diferen&na pologrupa S/M*
ma aspofi jeden minimélny Tavy ideal. Ukézali sme, %e v wo.ao&&m& polo -
grupe mozno tento predpoklad opustit. Vznika problém, aké vety dosta-
neme, ak tento predpoklad opustime aj vo vieobecnej pologrupe. Tento
problém v podstate vedie k §tadiu jednoduchych pologriip, ktoré nemaju
Ziaden minimalny Favy (pravy) ideal. To bude predmetom inej préce.
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MAKCUMAJIBHBIE UOEAJIBI U CTPYKTYPA NOJIYTPYII
IIBAPI] IIL.

Brisogsi

Tlox nosyrpyumoft MEI HORpazyMeBaeM MHOMECTBO S 37EeMEHTOB, 3aMKHYTOE OTHO-
CHTEJILHO HeKOTOPOH acconmuaTmpHON omHO3HauHON ONepanum.

Ienbio HacToAmeli CTaThH ABIAETCA H3ydeHNE CTPYKTYPH MHOMeCTB S — L, S — M,
rme L, M — MaKCHMaJibHHI JeBM W HNBYCTODOHHUH Haeadl MOOJyrpynnet S,

B crathe mayuenn Hanpmmep Yycaopad, ST KOTOPHX S — L aABndercA cymmoit
HellepeceKaOMMXCess M30MOPOHEIX rpPYIIN.

ARaJIOTAYHO NONY4eHE O6GIAe YCIOBASA, A KOTOPHX 5 — M sAsiferca rpynnoi.

HeroTophie pPeaydbTaTH Hamel CTATHH 6ynyT ONyGIMKOBAHE Ha PYCCKOM A3HIKe
B UeXOCHAOBANKOM MATeMaTHUeCKOM JKypHale, T, 3 (78).




