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ANTON KOTZIG
0 ISTOM KOMBINATORICKOM PROBLEME .

1. Formuldicia problému

Nech n je dané &islo celé, kladné. Oznacme znakom P, mnoZinu vetkych
¢isel celych kladnych, mensich alebo rovnajtcich sa &islu n.

UvaZujme o kone&nej postupnosti &isel A (a;, a - - . a,) takej, Ze plati:

(2) @ % aiyq pre vietky i 6P, pritom kladieme a,4; = ay;

(B) v postupnosti A sa vyskytuju najviac tri rézne elementy.

Oznaéme znakom M mnoZinu vietkych tych indexov i €P,, 0 ktorych
plati: .

(y) @—y = @iy, (pritom kladieme ag= @y, Gut1= a).

Ukéa%eme na jednoduchom priklade, Ze mno¥ina indexov M nemoZe
byt Tubovolna &iastoénd mnoiina mnoZiny P,.

Nech n—5. UkéZeme napr., %¢ mnoZina indexov {2, 4} nemoie tvorit
mnoZinu indexov M uvaZovanych vlastnosti. Podla definicie mnoZiny
indexov [[pozri(y)] muselo by byt nevyhnutne: a;= a;, a;=4a;5, CiZe
a, = ag, &o je spor, lebo podla () muselo by byt a;= @, = a;.

Nech je dand pevna postupnost A (ay, Gy - - .a,), spliiujtca podmienky
(@), (B). Vysetrime, aké vlastnosti mé prisluna mnozina indexov M defino-
vana podla (y). , .

- O tom platia vety:

Veta 1. MnoZina M je prdzdna viedy a len viedy, ked postupnosi A md lvar:
A=(ay, a3 a3, 01, 3, 05 . - - Gy, G, as).

Veta 2. Nech A je pevnd postupnost splriujiica podmienky («), (B). Nech
mnofina M definovand podla (v) je neprdzdna a jej proky nech si:
Ty < Ty <--- < Lppe

Potom elemenly mnoiiny M splriuja vztahy:

m = 0 (mod 2) (m =2 w), (1)
n+ ey — &m Zai_y= 0 (mod 3). @
=1 =1



Obratene dokaZeme vetu:

Veta 3. Nech n je peuvné. Nech M je neprdzdna mnofina indexov
Ty STy <o Ly Iiord spliiuje podmienky (1), va..ﬁ&ci .Nh fejlo mno-
sine M existuje postupnosi A (ay, @, - . - a,), klord spliiuje P&Sﬁzwm (), (B)
a u kiorej plati: (8) @iy = Gita prdve viedy, ak i6 M (prifom kladieme ay=ay,
a,4,=a;). Tdlo posiupnosl je aZ na permuldcie danjch iroch pevngch pruv-
kov a; jednoznalne uréend. e o . . .

Poznimka: Pripad vynechany vo vete 2 a 3 (t. j. ak M je prazdna mno-
#ina) dopliiuje veta 1.

2. Dokaz vety 1.

1. DokaZeme najprv, Ze ak postupnost A ma tvar (ay, ag, 3, Gy, Ggy 3 - - -
a,, ag, ag), b j.ak n=0 (mod 3) a plati:

j (mod 3), | (3)
a;+ a;, ak i==j (mod 3), | (4)

i

a; = a;, ak ¢

potom je mnoZina indexov M prazdna. : ‘
Nech totiZ i je TubovoIné &islo € P,. Podfa (3) plati:

@y = Gip (kde Kladieme a,;=a; i>n—2). ()

Podla (a) je viak:
‘ Gip F ity (6)
Preto je (porov. (5), (6): .
a3 F Gity- (7)

Teda i nie je prvkom mnoziny M. Vzhladom na to, %e 1 bol —.:vo<oj.3.~
prvok mnoZiny P, je zrejmé, ze M je v danom pripade ?.mnmuw mnoZina.
I1. DokaZeme teraz, Ze mnoZina indexov M je len vtedy prazdna,

ak A ma tvar (ay, gy, a3, 0, Gz, G- - - - 01, 92 a,),

t. j. ak plati n =0 (mod 3) a plati (3), (4)-

Nech A je ubovolna postupnost (ay, @, - - - a,), pri w.eom.& Bw—owmbm indexov
M, definovana podla (y), je prazdna. PretoZe M je podla predpokladu
prazdna, znamena to, Ze plati: .

4y & @iy (priom kladieme a,4;=a; j=0,1). (8)

Kedze plati aj (), znamena to, Ze pre _‘cgﬁ%sm m.w_mﬁm G-y Gy Git
st tri rozne &isla. Podla (8) v postupnosti A sa QWEAE.: najviac tri rozne
elementy; z toho nevyhnutne vyplyva, Ze medzi 22::.— Gy @iy Gitns it
st dva rovnaké prvky. PretoZe trojica @;—y, @i, &;+1, 3KO 2] trojica @;,d;+y, Gita
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(kladieme a,1,= a;) predstavuja tri rozne prvky, je to len tak moZné, Ze
plati:

a; = a; 45 pre vietky i € P, : (9)
(pri¢om poloZime a,;; = a; pre j= 1, 2, 3).
Stadi preto eSte dokazat, Ze plati:
n = 0 {(mod 3). (10)

Predpokladajme, Ze existuje postupnost A, splitujica podmienku (9),
pri¢om viak n == 0 (mod 3),

t. j. plati:
a, 3= a,,
a,—== ay,
o erlly (11)
a, = ag.

PretoZe je a,= as, plati podla (9) aj
n

a, = ay; pre vietky i <3 ‘ (12)

To znamens, J¢ medzi prvkami @,—, @,—y, @, 83 vyskytuja dva rovnaké
prvky, &o je spor, lebo podla («) a,— + @, + @, @ podla (8) @, # a,.

Je preto zrejmé, Ze n = 0 (mod 3) a vzhladom na to, Ze plati (8) postup-
nost A, ktorej mnoZina indexov M je prazdna, musi maf nevyhnutne
tvar AQH. ag, O3, Gy, Q)3 A3 . - . Oy, Ay, qu.

Tym je dokaz vety 1 vykonany.

3. Oznadenie

Skoér ako prikrodime k dokazu uvedeného tvrdenia, odvodime si nie-

ktoré vzfahy, tykajice sa elementov mnoZiny indexov M, resp. P,, ktoré
nam umoZnia vlastné dokazy.

Kvoli pohodlnejSiemu vyjadrovaniu si zavedme eSte. symboly:

2y =0, (13)
Z,=n +1. ’ (14)
Definujme si mnoZiny Ny, Ny...N, ako disjunktné diastotné Bbom,bun

mnoZiny P, — M takto:

Cislo i € P, je prvkom mnoziny N, (k =0,1...m) vtedy a’len vtedy,

ak plati:
T <1 < Zptr- (15)
Pre sudet mnoiin N = M»:Zw plati zrejme N=P, — M.
k=0
Je zrejmé, Zc niektoré z mnozin N, (k=0, 1...m) mbiu byt prazdne.

Ak teda oznadime znakom v, (k = 0,1 ...m) podet rdznych disel i6 P,
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vyhovujucich podmienke (16), pripastame, e pre niektoré k méze byt
VY — O
Plati zrejme:

V= Cpt1 — Tk 1. ) (16)
Definujme si dslag (i=1,2 ... n) nasledujtcim spbsobom:
=0, ak iepP,— M, (17)
=1, sk i € M; (18)
3 pomocou ¢isel ¢; definujme si disla ¢; takto:
p=Ze (6P, (19)
=

Pre pohodlie si zavedme elte oznadenie: |
& =0, (20)
go=0. (21)

O ¢islach ¢; plati podfa (19) — vzhladom na to, ako si definované &isla g;
(17), (18):

@i— = @i Pre vietky i6 N, (22)

giy +1=9: Pre vietky i 6 M (23)

a teda: Qg =1 preé vietky i=1,2...m. - (24)

Podla (22) je potom nevyhnutne:

@;=1 pre vietky j€Ni, (25)

&ire ak oznatime snakom =; (i =0,1... m) dislo, udavajtce W%Wowawa
sa v wOmwavbOmwm @i Po-- - Pn émwﬁﬁa dislo i, plati (pozri (24), (25)):

aoﬂeeﬂa_laoluﬂaplf (26)

g=14v=Tits — T (i=1,2...m). (27)

"Pri dokazz vety (2): bude nés zaujimat eSte potet parnych (resp. ne-
parnych) -&isel v postupnosti @, P2 - - - Pu: . . .
P ?.M wwm@ parnych gisel p vyplyva za predpokladu, Ze m je ¢islo parne
(m=2p): .
p= 2 7ty; {28)

i=0

a pre potet neparnych &isel ¢ vyplyva:

q= WH»TA . (29)

i=0

Podla (26), (27) dostavame [pozri tieZ (14)]:

m"ﬁI~+aulaw+am|§+...+aa+,la::

b“:+m.8m..|_.lw..ﬁw_; (30)
i=1 i=1 .

a pre q (vzhfadom na to, Ze p+g= n):

w 3
g=Xay — ATy~ (31)

=1 f=1

Prikro#ime teraz k dokazu vety 2.

4. Dékaz vety 2.

PretoZe v postupnosti A sa vyskytuju podla predpokladu majviac tri
rézne elementy (oznalme ich a, as ag), moZeme poloZit: ‘

a;=a,, pre vietky i €P,, (32)
pritom p; bude vidy jedno z gsel 1, 2, 3 a kde je zrejme
a; = a; viedy a len vtedy, ak p;=p;- (33)

Stati preto zaoberaf sa len postupnostou p;, ps - - - Pas ktora takisto splituje’
podmienky («), () a ktora mé ta istt mnoZinu indexov definovant podTa ()
ako postupnost A.

Pre pohodlnejSie vyjadrovanie poloZme ete:
Po = Pn) ﬁwmc
- Put1=DPh1- A“w mvv

Rozoberme vdetky moZné pripady, ktoré sa mozu vyskytnaf, ak
pis = piss (resp. ak piy % pivs), @ viimnime si rozdiely .p; — pi-y @
Pi+1 — Pi-

Jednotlivé moZnosti obsahuje tab. I (resp. iab. 2).

Tabulka 1 Tabulka 2
Rozdiely ’ B p Rozdiely
< i i+ e i 4 {4
pimy | Pi AP, b | PP ' | pi—pi—y | pita—pi

2 1 2 —1 1 1 2 3 1 1
3 1 3 —2 2 1 3 2 b4 —1
1 2 1 1 —1 2 1 3 —1 2
3 2 3 —1 1 2 3 1 1 —2
1 3 1 2 —2 3 1 2 —2 1
2 3 2 1 —1 3 2 1 -1 —1




Vidime, Ze plati: . .
(ps — pPi—1) +{pir1— pi)=0 (mod 3) vtedy a len vtedy, ak piy = Pst1s (36)
(ps — Pia) — (Pitr —PI) = 0 (mod 3) vtedy alen vtedy, ak pi—y = Pitr- 37)

Ak si definujeme &isla & (i € P,) podla (17), (18),
plati:  (pi — pi-1) = (—1) & (pixa — pi) (mod 3) pre vietky i € P,, (38)

teda: . .
ps — Py == (P — po)] (mod 3),
ps — Pz = L1}t (P — P.:. (mod 3),
5, — PR (L1jarat en (py — po)] (mod3), { (39)
py — P =

=p; — Po = :.vaml,mu+.:+m= :v— — ﬁcv”_ ABOQ wv

Viimnime si posledny riadok v (39). PretoZe je p1 — Po 4= 0 (mod 3) (inaé

by bolo p, =Po= Pr: €O odporuje (o)), musi byt nevyhnutne:
A||,_.vm,+m-+.:+aa =1 AAOV

a teda Ze; = 0 (mod 2), . (41)
i=1

tize (pozri (17), (18), v mnoZine M je parny potet indexov, t. J.:
m=0 (mod 2), 42)

o bolo treba dokazat, pokial ide o vztah (1.
Seitajme teraz Tavé, ako aj pravé strany Vv (39). Dostaneme:

(g — pe) [(—1y (=D oo b (Lree el — 0 (mod 3). (43)
Pretofe p, — Po D€ je delitelné troma (pozri (33) a podmienku (a)), je
nevyhnutne: v

(1) 4 () oo (et ta = (mod3). (44)
Teda, ak nahradime vyrazy Vv exponentoch pod¥a (19):
. $(—1)% =0 (mod 3) (45)
. t=1 .
alebo ak oznadime znakom p (resp. znakom ¢) pocet parnych (resp. ne-
parnyeh) ¢isel v postupnosti ¢1, @z - - - Pm

ti:
plati p—gq=0 {(mod 3). (46)

Dokazali sme uZ, e tislo m (udavajuce podet indexov.v mnoZine M)
je parne, preto mbseme do (46) dosadit za p, ¢ podla (30), (31), ¢im do-
stdvame:

7 I3
2 Sy —2Zau=0 (mod3)

=1 i=1

(p=g m), (47)

e g TR

¥

e
Y«
Ne
p

nt 2 2y — 5wy =0 (mod3), (48)

=1 i=1

%o bolo treba dokazat. (Porov. s (?)).

5. Dokaz vety 3.

I. Nech n je pevné ¢&islo a nech M je wmm.:.wsaum mnoZina indexov
Z, <Xy <o < Ty ktora splituje podmienky (1), (?).
Utvorme si postupnost &isel by, by . .. b, definovanych vzfahmi:
b, =0, Coe (49)
i—1

b= Z(—1)% pre i =2,3...n, (50)
=1 -

pridom &isla @; (j € P,) st urdené vztahmi (17), (18), (19) k dane] mnoZine M.
7 toho, ako sa &isla b; (i € P,) urené, je zrejmeé, e ide o celé &isla kladné,
zhporné alebo nuly. Je preto moiné ku kardému &slu b; (i € P,) najst
dslo B; také, Ze plati: .
. b; = B; (mod 3), (d1)
kde 0 < g; =3 pre vietky i 6 P,.
Nech a;, a, o5 su lubovoIné tri disla (@ == o, ak i j; i, j= 1, 2, 3).
Tvrdim: ak utvorime postupnost &isel a;; a, . . - @, tak, Ze poloZime:

a; = ag; pre vietky iepP,, (62)

potom postupnost 4 (a,, a5 - - a,) je hfadand postupnost, t. j. postupnost,
ktora spltiuje podmienky (e), (8) a u ktorej plati (d).

VzhPadom na to, Ze sa v postupnosti A takto skonStruovanej nevyhnutne
vyskytuju najviac tri rozne elementy, stadi dokazat, Ze je splnena pod-
mienka (2) a Ze plati (d). Co sa tyka (a), stadi dokazat, %e plati jednak:

Bi &+ Bins pre i=1,2...n—1, (63)
jednak: : :
S a = b (54)
alebo aj [pozri (1), (62)]: : .

b; == biy, (mod 3) pre i=1,2,...n — 1) (5b)
a okrem toho:
b, %= b, (mod 3). (56)

Podla (49), (50) je viak:
_ P.Y+FH‘F.+ (—1)%; pre vietky i = 1,2...n—1. B

Teda (pretoZe je alebo ¢;= 0, alebo g; € P,) mdzu bmmgfgsawoaﬁsom-
nosti: . : :



bud je: :
: beyy=bi+ 1, (58)
bud je:

. bigy=bi — 1. (59)

V oboch pripadoch plati nevyhnutne (55) pre vietky i=1,2...n — 1
a plati teda aj Amwv.. . .
Potom vak je aj [pozrl 52)1:

a; &+ aiy1 pre 4m®aW%mH~.w...=I_. . {60)

Treba efte dokazaf, Ze plati:

a, =+ a;. (61)

Podla (50) je: .
by=2 (—1)% (62)

=1

a pretoZe je [pozri (49)] b, =0, stali dokazaf, Ze je vidy:

"5 (—1)7; < O (mod 3). (63)

=1

Pre dokaz platnosti (63) zrejms staci, ak dokaZeme, Ze plati[porov. (63)1:

f= 3 (—1) = 0 (mod 3), (64)
i=1

P v . —_ P 2 l..—.vﬁ = u. .

retoze je podla predpokladu ¢, =m 2upa Sm.m { »
P Seitancami v saéte pre f (spolu n stitancov) je H.Eq. 1, bud — 1, a to
snamienko plus sa bude vyskytovat vtedy, ak @; }e tislo parne, E.:Em,
ak g@; je Cislo nieparne. ) .

Podla (30), (31) bude teda nevyhnutne platit:

: .
f=p—q=n+ w.mwsi —22zn ag
a pretoie podla ?.&woﬁmgc plati (2), e aj: |

A f=0 (mod3). (66)

Plati preto (63) aj (61}, %o bolo treba dokazat. . .

II. Cast tvrdenia, pokial ide o splnenie podmienky (a) v nami mmo?.
gtruovanej postupnosti A, sme dokazali. Prikro¢me woama k drubej dasti
tvrdenia. Treba dokazaf, Ze u womacwbomﬁ A sostavene]j podla (52) plati (8).
Za tym uéelom uvazme, e plati [pozri (49), (60)]:
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by — b, = (=1 (=1,
b, —b, = (—1) + {—1)r

@: - @alu = A‘Hvﬁslu + Alleﬁn«‘-g ,
@» - &a.\A = ..|:I.....—ve. + A.I‘Hve— +.. I_IAII_.VQ.TIL "Alﬂvﬂxlu -+ | AOQV
4 (=1)rn— 2 (—1)%,

i=1

by — b, = (—1)m—[(— 17 + (= 1) +.
= (1) 4 (=1 — Z (1)

i=1

o (1] =

Vieme [pozri (64)], Ze je z (—1)% = 0 (mod 3). Dalej je zrejmé, Ze sutet

=1
(=1 +(—1), kde , y st celé tisla, delitelny je troma prave viedy,
ak z == y (mod. 2). .
Pretoze je viak [pozri (19)] pin=% 4eyy ((=1,2...n—1), je
zrejmé, Ze plati: ‘

by — b, 0 (mod 3) prave viedy, ak &.,»H 1,
b, — by =0 (mod3) prave vtedy, ak e5=1,

I

b, — b,—y=0 (mod 3) prave vtedy, ak &,=1,
bp—b, =0 (mod 3) prave vtedy, ak g =1

(lebo je (—1)%a=1, preto musi byt (—1)2=(—1)>= —1). Teda plati
Bi—y = Piry Prave vtedy, ak =1, tize ak (€ M. .

To, pravda, znamena, Ze plati [pozri (52)] @iy = @ity prave vtedy, ak
i € M, & bolo treba dokazat. .

Tym je dokdzané, Ze nami konStruované postupnost A je hladanou
postupnosfou. . :

[T1. Treba eite dokazat, e pri danom n danou postupnostou M, splfiu-
jicou podmienky (1), (2), je postupnost A okrem permutécii danych troch
pevnych prvkov a,, @, o3 jednoznalne urtena. Prikro¢me k tejto zavered-
nej &asti dokazu.

Skondtruujme postupnost 4 (d,, @ . . . @,) tymto spdsobom:

Prvy krok: poloZme :

(68)

a =%, (69)
2, =, (70)
pridom (i, is, is) J€ nejaka pevne zvolend permutacia &sel 1, 2, 3.
Dalsie kroky:
pri uréovani dalSich &lenov postupnosti @; (kde i=3,4... n) postupujeme
tak, e &lena @ ustalime podla uZ ustdlenych Elenov s indexmi niZ$imi
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(i—2, i—1), pricom dbame, aby postupnost spliiovala podmienky (a),
(B), (). Teda pri ustalovani dena a;(i=3,4...n) pozadujme, aby
platilo:

a; = Gy (71)
a dalej, aby platilo alebo:’ ,
d; = Gi—g, (72)
ak je (i—1) elementom M, alebo
& =+ Gy . (73)

ak je i—1 elementom p,— M.

" Pritom & bude vidy jednym z prvkov o, o, &

- Tymto poziadavkam je moiné pri ustalovani ktoréhokol'vek Clena po-
stupnosti (najprv ustalime &lena g, potom @, atd. aZ a,) vyhoviet len
jedinym sposobom. Predpokladajme totiz, Ze mame urdenych i—1 Cle-
nov postupnosti a uréujeme prave &lena d;. Rozoznavajme dva pripady:

1. ked (i—1) je elementom M,

9. ked (i—1) je elementom P, — M.

V prvom pripade musi byt nevyhnutne &;=di— [niet inych moZnost,
ak mame splnit poziadavku. (8)] — teda &len & je uréeny jednoznalne;
v druhom waﬁmma Bw,ﬁmim sutasne d; == @iy, G+ G [pridom vieme, pozri
podmienku (71), Ze je: @iy F @ o). Teda v tomto pripade &g, @iy, G
st tri rozne prvky. : . :

Mame viak k dispozicii len tri rozne prvky, preto ak sd u? dva z nich
dlenmi @y; Gi—p dané, treti @ je jednoznatne uréeny.

Ak uvaZime, Ze sme sa zaobarali moZnostami pri uréovani I'ubovolného
tlena a; (i=3,4..- n) pri- pevnej volbe &lenov d,, dy, je jasné, Ze ak ma
postupnost A spliovat podmienky (), (B), (8), moino jej jednotlivych
&lenov pri pevnej volbe permutacie (iy, iz, is) stanovit len jedinym sposobom.

Teda postupnost A sa mdZe od postupnosti [urdenej podla (49) aZ (62)]
13t iba permutaciou (i1, 1z a), CO bolo treba dokazat. ;

Tym je dokaz vety 3 vykonany.

Doslo diia 15. .mowgmwvg 1952.
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