VLADIMIR KNICHAL |
0 KIRCHHOFFOVYCH ZAKONECH

§ 1. Oved

Ukolem tohoto &lanku je podat matematicky dikaz existence a unicity
fefeni soustavy linearnich rovnic, na kterou vede tefeni fysikalni alohy
zhruba formulované takto:

Do dané elektrické sitd jsou v jistych mistech vloZeny ohmické odpory
o dané velikosti, kondensatory o dané kapacité, indukéni civky o dané in-
dukénosti, které event. také vzéjemné na sebe puisobi danou vzdjemnou
indukénosti, krom& toho jsou v nékterych mistech vloZeny zdroje elektrickeé
energie v podob& harmonické elektromotorické sily o dané kruhové fre-
kvenci o, o dané amplitud® a o danych vzédjemnych fazovych posunutich.
O kruhové frekvenci budeme predpoklidat, Ze je u viech vsunutych
zdroju stejna, coZ mimochodem fedeno meni*Zadné podstatné omezeni,
nebof obecny piipad dostaneme, vzhledem k linearnosti tohoto systému
prostou superposici nafich piipadd zvlastnich, kde o je viude stejné.
Ukolem je uréit (harmonické) proudy a jejich fazova posunuti vzhledem k
danym napétim v jednotlivych vétvich sité.? :

Chté&l bych napted ¥ici nékolik slov o udelu a nutnosti takového mate-
matického dtkazu. Casto se totiZz setkdvime s nazorem, Ze existentni
dikazy a dékazy unicity feSeni néjakého fysikalniho nebo technického
problému jsou zbytecne. o w s

Existence fefeni je pry zejma proto, Ze viem matematickym veli¢indm,
které vystupuji v danych vztazich, ve skutetném svété odpovidaji veli-
giny fysikalni, které mazeme zmitit, a Ze tedy naméfené velidiny, odpovi-
dajici nezndmym veli¢indm matematickym v dané soustavé vztahi,
udavaji ndm vlastné matematické feSeni daného problému.

Unicita, t. zn. jednoznaénost fesent, je pry ziejméa proto, Ze za danych
podminek fysikélni soustava, odpovidajici danému matematickému pro-
blému, ,,nabshne* na.docela uréity fysikalni d&j nebo stav a Ze jednotlivé
fysikalni velitiny, vyskytujici se pti tomto d&ji nebo pfi tomto stavu

1 Matematicky dikaz existence a unicity zminéného systému linedrnich rovnic
v piipadé stejnosmérnych proudii a v piipadd, Ze jsou vsunuty do sité pouze ohmické
odpory, je uveden na pf. v knize D. K 0 nig, Theorie der endlichen und unendlichen
Graphen, Leipzig 1936, 139. Metoda tam uvedené se nehodi na obecny pfipad zde
probirany. , ’ 5
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a odpovidajici nezndmym v tomto matematickém problému, jsou s libo-
volnou presnosti jednoznaéné zjistitelné, nebo si to aspofi v idealisovaném
piipadé mtZeme tak predstavit.

Rozeberme tyto dvé véci trochu podrobnéji na prikladé Kirchhoffovych
zakond. C

Existence. Kirchhofiovy vztahy se odvozuji zpravidla z &aso-
prostorovych diferencialnich rovnic Maxwellovych, které vyjadfuji vztahy
mezi silami elektrieckymi, magnetickymi, elektrickym proudem a elektro-
magnetickymi konstantami materialu. To znamena, chtél-li bych napsat
vztahy mezi proudy probihajicfmi v jistych bodech dané elektrické sité
a ostatnimi danymi velitinami, urdujicimi stav site, musel bych sestavit
Maxwellovy rovnice pro prostor, do n&hoZ jsou vloZena jistd tuhd t&lesa
daného tvaru a o danych rozmérech (vodide, isolatory), jejichZ poloha se
eventualné méni (rotujici kotva). Prechod ke Kirchhoffovym zakonim
provedeme jistou jdealisaci. Mimo jiné si pfedstavujeme proudovodite ne-
koneéné tenké, napojené na sebe v idealnich bodech (uzlech sit&). Piechod
od skutetné sité k idealni se viak provadi jistym limitnim procesem, pfi éemZz
vysledek tohoto limitniho procesu neni fysikalng realisovatelny. NemuZeme
tedy jen tak beze vieho prohlasit, Ze i v tomto idealisovaném piipadé
tedeni existuje, nebof témi proudovodiéi ,,prece* jisté proudy prochézeji.

Jeden takovy ptiklad, kde by byl mnohy fysik ochoten podobny limitni
proces uznat za spravny, zde uvedu. Predstavme si néjakou ,,rozumnou‘
plochu P, ohranidujici jistou &ast prostoru. Na povrchu této plochy si
predstavme rozloend mala tdliska, od sebe vzijemné isolovana a kazdé
2 nich elektricky nabité na jisty potencial. Mizeme pak zméfit v kaidém
mistd prostoru hodnotu potencialu, ktery bude vyhovovat znamé Laplaceo-
v& rovnici a pfitom bude na povrchu télisek nabyvat predepsané hodnoty.
Predstavme si pfitom, Ze rozdily potencilu pro dvé blizka tdliska -budou
malé, Zvétsujme nyni podet talisek, zmengujme viak jejich vzajemnou
vzdalenost na ploe tak, aby nam v limit® jejich potencily daly spojité
se ménici funkei na dané. plose. Ponévadz pii tomto limitnim procesu
existuje v kaZdém jeho stavu ‘potencidlni funkce v prostoru, nabyvajici
na povrchu télisek dosti husté rozlozenych po povrchu plochy predepsané
hodnoty, a pon&vadZ tyto hodnoty bliZi se neomezend predepsané spojité
funkci, dalo by se tymZ pravem jako v limitnim procesu Kirchhoffové
tekat, #e bude vidy i Vv limitnim p¥ipadé existovat potencilni funkce
v prostoru (vyhovujict Laplaceové rovaici), ktera na plofe P nabyva
predepsané hodnoty.

AvEak da se dokazat! Ze i pro plochy velmi rozumné, jednoduché
a realisovatelné tomu tak vidy neni. :

10,D. Kellogg, Foundations of Potential Theory, Berlin 1929, 334, 10.
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Unicita. Kdeito v piipadé existence FeSeni se piece jen do uréité
miry maZeme odvolavat na jisty fysikalni ,,cit", daleko hordi je véc s uni-
citou tefeni. Neprovadéni dikaz unicity natropi velmi mnoho hrubych
chyb v literatufe technické a fysikalni. Jak znamo, jsou dva Kirchhoffovy
zakony. Jeden mluvi o obvodech v siti a vede k sestaveni prvni serie
linearnich vztaht mezi proudy a vnucenymi elektromotorickymi silami,
druhy mluvi o uzlech v siti a vede k sestaveni druhé serie linearnich rov-
nic mezi proudy do uzlu pfitékajicimi a z uzlu odtékajicimi.

Dejme tomu, Ze by byly objeveny jen vztahy prvé a Ze by vystihovaly
skutetnost naprosto presnd. Soustava by FeSeni méla, nebot naméfené
proudy témto vztahtm vyhovujt. Snadno bychom se presvédéili, Ze témito
vztahy by proudy v jednotlivych vétvich nebyly uréeny jednoznalné.
Kdybychom tedy nali ,néjaké" feSeni této soustavy, nemuselo by to byt
jedtd Yefeni, které odpovida skutetnému fysikilnimu piipadu. Fysik na-
mitne: No oviem, vZdyt jsme nepoufili ,,vSechny** vztahy, které mezi témito
fysikalnimi veli¢éinami plati. Co vEak tu znamena slivko ,,viechny. Zda
se, e jeding moina odpovéd je praveé tato: Nékters fysikalni veli¢iny jsou
v ptipadé dané sité libovolné volitelné (elektromotorické sily, odpory,
kapacity, atd.). Z davodd fysikalnich vime, e proudy jsou jiZ témito ve-
li¢inami uréeny. PoutZiti ;,viech’ vztahl mize znadit jedind poufiti tako-
vého pottu a takovych vztahd, aby proudy byly jimi jedneznaéné uréeny.

Z toho vyplyvé naprostd nutnost presvédiit se o tom, Ze existuje pouze
jediné moZné fefeni soustavy Kirchhoffovych rovnic. Ze Zadného zpiisobu
odvozeni Kirchhoffovych zakon® neni patrno, Ze kromé téchto vztaht
neplati mezi uvedenymi velitinami ¥4adné dali vztahy. DokéZeme-li viak
unicitu fefeni téchto zakladnich vztaht podle proudd, vime, %e v podstaté
74dné dalsi vztahy mezi témito veli¢inami nemohou platit, presnéji feceno,
viechny ostatni vztahy musi byt (vystihuji-li uvedené vztahy fysikalni
realitu presné) matematickym’ dosledkem téchto zakladnich vztahi. .

Matematicky bd% pfi téchto dikazech existence 2 unicity v podstaté
o dikaz, Ze jisty determinant je rizny od nuly. Kdyby tato okolnost
byla opravdu tak zcela intuitivné zf¥ejma, pak by patrné i matematicky
dikaz této v&ci, aspoil v piipadé nej jednodusich siti, byl snadny. Ctenar
vSak v § 5 pozna, Ze tato okolnost vibec neni aritmeticky zfejma, naopak,
%e se spife na prvy pohled zdé, Ze nebude tézké sestrojit piiklad opaku.
Uvidime také v § 5, Ze z tohoto disledku plynou velmi zajimavé elemen-
tarni aritmeticko-topologické vztahy.

7 predchazejiciho odstavece je patrno, e jde zde o dikaz ¢isté mate-
matické poudky, i kdyZ mé fysikalni interpretaci. V mnohych fysikdlnich
knihach® jsou &asto takové poudky dokazovény polofysikilnim zplisobem,

1 Viz na pf i velmi péknou knihu <<.D»cmﬁﬂicla&%::magz g@niazaci-
schaltungen, Leipzig 1941, .

15



t. zn. k jejich dukazu se pouzivaji podstatné fysikalni pfedstavy. Domni-
vém se viak, Ze ryze matematické poutky maji byt dokazovany zpusobem
ryze matematickym.

§ 2. Zékladni {mluvy a matematické formulace Kirchhoffovych zikona

I. Budu predpokladat, Je vime, co to je proud, elekiromotorickd sila
zdroje, odpor proudovodide, indukénost proudovodide, vzdjemnd indukénost
dvou raznych orientovanych proudovoditd a kapacila kondensatoru.
Vime, Ze vzéjemnd indukénost dvou orientovanych proudovoditt nezavisi
na jejich pofadi, zméni vSak znameni, zménime-li orientaci jednoho z nich.

II. Harmonickym napélim zdroje E, resp. harmonickym proudem I, bu-
deme nazyvat napéti, resp. proud, jeho gasovy pribéh je dan vztahem

E = E, cos (ol + %), (1)
resp.
I = I, cos (o't + po), (2)

kde I, =0, E, 20, 0> 0, >0, a, fo jsou realné konstanty, i &as,
méteny od jist ého okamziku, ktery v celé daldi uvaze budeme povaZovat
za pevny. Je jasné, ¥e tasovym prubéhem nenulového napéti jsou kon-
stanty E, @, %o jednoznaéné uréeny (% aZna celistvy nasobek 2 z). E, na-
zjvame amplitudou a © kruhovou frekvenci (strutné frelcvenci) napéti
a argument ol + % nazyvame fdzi napéti v daném okamziku (o je t.zv.
faze potateéni). Napéti E maZeme si predstavit jako redlnou ast komplex-
niho tisla € = Eei@tt® kde e je zéklad phirozenych logaritm@ a i imagi-
narni jednotka. Z piedeslého je patrno, e ¢islo € (komplexni velikost
dané elektromotorické sily v daném okamziku) je jednoznaln& urceno.
Polozime-li G, = E,&%, lze téZ psat €= Goet. V daliim budou kruhové
frekvence viech vyskytujicich se napéti stejné, totiz w>0. Bude tedy
© prabéh napéti jednoznaéné charakterisovan komplexnim &islem . Jeho
absolutni velikost bude maximalni napéti a jeho argument potatedni faze.
Cislo G, budeme nazyvat komplexni hodnotou napéli a nebude-li obav
2 nedorozuméni, struéné napélim. Uplng analogicky lze vie zavést i pro
harmonicky proud. Jeho komplexni vyjadfeni bude dano vztahem
X = Fetot, kde X, je komplexni hodnola proudu. . 8
III. Predstavme si proudovodid, ktery’ ma jisty ohmicky odpor R,
jistou indukénost L a do nhoZ jsou eventualné zapojeny kondensatory

o kapacitach C,, C, ... Ptitadme mu komplexni. ¢islo
; 1 1
R=R+iolL+ Tt + o 4.,

Ebnm budeme nazyvat (komplexnim) odporem (impedanci) proudovodite
(nejsou-li do ného zapojeny kondensatory, vypadnou oviem z % prislusné
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¢leny). Poznamenejme jiz ted, Ze ohmicky odpor R je vidy &islo kladné,
ie tedy impedance md vidy redlnou &ast kladnou.

IV. Dvéma raznym orientovanym proudovodittm, které maji vza-
jemnou indukénost L’ (tato nezavisi na potadi proudovodi¢u), piifadme
komplexni &islo R' = iowL’, které budeme nazyvat vzdjemngm (komplez-
nim) odporem (impedanci ) této dvojice proudovodici.

V. Orientovany proudovodi¢ s jistym ohmickym odporem, s jistou
indukénosti, do kterého jsou eventualné zapojen’y kondensatory, nazyvame
vétvi.

Budi# dana soustava vétvi vy, Uz . . - Un- Necht %, je (komplexni) odpor
vétve vy, ®; pro j=2,3 .., m vzajemny odpor dvojice v, v;. Prochazi-li
vétviv; (j =1,2...m)harmonicky (komplexni) proud 3;, budeme poten-
cidlnim spddem vélve vy (v soustavé {v;}) nazyvat komplexni &islo

Je jasné, Ze zménou orientace vétve v, se nezméni hodnoty R, I
Ry - . o I Vibec, naproti tomu zméni znaménko X, Ry, R; - - - Ryy. ZmENOU
orientace na p¥. vétve v, zméni znaménko R, F,, kdezto viechny ostatni
hodnoty zstanou beze zmény. Potencialni spad vétve v, zméni tedy zna-
ménko pii zméné orientace vétve v,, nezméni se viak pii zmé&né orientace
kterékoliv jiné vétve.

vI. Soustavu proudovodidn, jejichZ konce jsou (event.) né&jak pospojor
vény, do nichZ jsou (event.) na rtizna mista vloZeny zdroje elektromotorické
sily, a které jinak nemaji styénych mist, budeme nazyvat elekirickou siti
(struéné siti). Koncové body jednotlivych proudovoditt (které event. jsou
koncovymi body také jinych proudovodi¢i), budeme nazyvati uzly siié.
Za uzel sité tudiz pokladame i osamély konec proudovodide, ktery tedy
nikam ,nevede*, i event. bod, z néhoZ vychazeji pravé dva proudovodide.
Nic viak v tomto poslednim piipadé nebrani tomu, abychom oba styka-
jici se proudovodite nepotitali za proudovodié jediny (v tom piipadé
vEak uzel, ktery je rozhraniuje, zmizi). Sit se miZe tedy v tomto obecnéj-
gm pojeti skladat i z nekolika samostatnych nesouvislych celkd.

VII. V dalgim orientujme pevng, libovolnym zpisobem jednotlivé
- proudovodite dané sits. Ctenat si laskavé sam v daliim viimne, Ze Vy-
sledky feSeni wmm_awﬁ%&p rovnic nebudou na této volbé zaviset. .

Elektromotorickou silu, vloZenou do néjaké vétve, budeme pokladat
za kladnou, jestlize ma (ponechéna sama o sobg) ,,snahu‘‘ vyvolat ve vétvi
proud kladného sméru. *

VIII, Oznaéme znakem R, (p=1...7) jednotlivé vétve o (komplex-
nim) odporu R, dale znakem Sy (6=1....s) jednotlivé uzly (index ¢
nebo p’ bude vidy probihat hodnoty 1...r, index o hodnoty 1...s,
index », ktery se pozdé&ji’ vyskytne, hodnoty I'...n). Znakem NReo, (PTO

f
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o = o') oznalme vzajemny (komplexni) odpor vétvi R, Ry. Je oviem
Roer = Ryo- Elektromotorickou silu vloZenou do vétve R, oznalme €,
a proud ji protékajici J,.

IX. Piitadime-li kazdé vEtvi R, jisté celé ¢islo ¢,, mluvime o sifovém
komplezu K. MiZeme si takovy komplex pfedstavit na pf. jako soustavu
viech vdtvi R,, z nichi kaZdou ,,probéhneme* v kladném smyslu c,-krat
(je-li ¢, zaporné, tedy vlastné ve smyslu obraceném). Vystupuji tedy zde
disla ¢, vlastnd jako ,nésobnosti jednotlivych vétvi. V snadno srozumi-
telné symbolice piSeme pak :

K=c,R, +cRy-+... +cR,.

Na pf. komplex —R, znadi vlastng vétev R, obracend orientovanou,
komplex —2 R+ Ry — R, zna& komplex sestavajici z opa&né oriento-
vané vétve R, dvakrat poiitané, z vétve R, azopaénéorientovanévétve R,.
Nic nestoji v cestd dalsimu zobecnéni, totiZ pFipustil za ¢, libovolnd ¢isla
(po ptipadé i komplexni). MiiZeme tak uéinit, neni to viak nutné.

Podobng, pfitadime-li ka?dému uzlu S, jisté gislo d4, mluvime o uzlovém
komplezu

X. Nechf vétev R (t. zn. orientovany proudovodit) ma podateéni
bod A a koncovy bod B, t. zn. necht je orientovany ve sméru od A do B.
Pak hranici R této vétve nazyvame uzlovy komplex sestaveny z krajnich
bodt A, B, pfi temZ bod B bereme s néasobnosti 1, bod A s nisobnosti —1,
tedy R=B — A. ,

Hranici sifového komplexu K = Wam R, budeme pak nazyvat uzlovy
komplex K = M@.a@wm v snadno srozumitelné symbolice.

Piriklad. M&me sit sestavenou z vétvi Ry, R,, R,. Necht vétev R,
resp. R,, Ry probihd od bodu S; do S, resp. od S, do S,, resp. od S;do S,
Budiz K =R, — 2 Ry. Pak K= R, — 2R;=(5; —8,) —2(5;—8,) =
=28, —38;, +S..

Nebo je-li K = R, + Ry + Ry, pak K = (S5 — Sg) + (Sy — Ss) + (S; — .w_v =0.

XI. Sitovy komplex K nazyvame cyklem, kdy? K=0. Tento pojem
je vlastné zobecnénim pojmu elekirického obvodu (okruhu) zndmého
z elektrotechniky. Tim se rozumi soustava My, My, . . ., M, vétvi vybranych
z dané sit& (a vhodng preorientovanych) tak, aby koncovy bod kaZdé z nich
byl potateénim bodem dalsf a koncovy bod posledni podateénim bodem
prvé vétve. Ziejmé pak komplex M, +M,+...+ M, je ve smyslu
na¥i definice cyklem. :

Ka#dy cykl lze napsat jako linedrni kombinaci obvodi.
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‘Dakaz 1. Nejprve si ukaZeme toto: Je-li komplex K nenulovym
cyklem, t.zn. je-li K =0, K=+ 0, pak lze z vétvi opravdu v K se vyskytu-
jicich (t. zn. z vétvi, jejichZ nasobnost neni nulova) vybrati vétve M,,
M, ... M, (ev. vhodné preorientované) tak, Ze M =M, + M, + . .. + M,
je obvod. :

Abychom to ukazali, vonmEau&Ba nejprve toto: hraniéni bod kaZdé
vétve z K je soutasné hranidnim bodem nékteré jiné vétve z K. Kdyby
na p¥. uzel A byl koncovym bodem jen vétve N z K, bylo by K =¢N +. . .,
ct0aK=cN+...=cA+ ... kdev dalgich &lenech by se jiZ uzel A
nevyskytl. Nemohlo by tedy byti K=0.

Vyjdéme nyni z libovolné vétve N,, vyskytujici se v K. Jeji koncovy
bod musi byti poatetnim bodem n&jaké jiné vétve N, z K (event. pre-
orientované), koncovy bod vétve N, opét poéateénim bodem vétve Ng
2 K atd. PondvadZ v&tvi je jen kone&ny polet, narazime jist® na okolnost,
7e ngjaké N, bude jiZ rovné nékterému N predchazejicimu, tedy N,= N,
kde n’ < n. Je pak jasné, Ye komplex Ny 4y + Ny + - - - + N, je obvod
utvoteny z navzajem raznych v&tvi, obsazenych v K (nadli jsme tedy
E»."Za?f.. \ ”.—. 2...n— BQ.

Na$ komplex K miZeme pfi vhodném oznadeni napsat ve tvaru

K="¢,M +c;My+... +cuM, +...
Komplex

K,=K—cM=K—c, (M +... M) =(cs— &) My+(c; — ¢,) My +.o..

obsahuje jiZ ménd vetvi neZ komplex K. Piitom je K, =K— egM=0,
t. zn. K, je opét cykl. Lze tedy K vyjaditi jako ¢, M plus cykl K, obsa-
hujict méné vétvi neZ K. Na K, miZeme opét pouZit této metody a tak
postupovat dale, aZ celé K vyjadiime jako linearni kombinaci obvodi.

Poznamka. Kaidy obvod C lze podle definice napsat ve tvaru
C = X¢, R,, kde oviem koeficienty ¢, nabyvaji jen jedné z hodnot —1,0,1
(kazdy komplex tohoto tvaru, i kdyZ je cyklem, nemusi byt oviem ob-
vodem). v

XII. Proni zdkon Kirchhoffav. Maji-li viechny vnucené harmonické
elektromotorické sily €, stejnou frekvenci o a jsou-li ohmické odpory
viech vétvi nenulové (tedy kladné), pak proudy prochazejici jednotlivymi
vétvemi (v ustileném stavu) jsou rovnéz harmonické s toutéZ frekvenci .
a jejich komplexni velikosti X, jsou vaziny s €, timto vztahem:

V kaidém elekirickém obvodu soulet vsech elekiromotorickyjch sil jednotli-
wijch vétvi (viz zatatek odst. X1) rovnd se souétu polencidlnich spddi jednotli-
vijch vélvi loholo obvodu. .

Ctenat si snadno zverifikuje (viz V) nezivislost tohoto znéni na orien-
taci obvodu a na orientaci v obvodu nezidastnénych vEtvi. Je-li C= .w..ne R,
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takovy obvod (= —1, 0, 1), je prispévek k celkové elektromotorické
sile od vétve c,R, (promysleme si mozné pfipady ¢,= —1, 0 1) pravé
¢,@,, prispévek k potencidlnimu spadu (viz V a VIII) ¢,ZRe, Jp- Tedy
4
prvni Kirchhoff&v zdkon tvrdi: Je-li Wam R, obvod, je ,
W.n@ Co= Zco Row I¢- (4)

o,¢
Je-li oviem rovnice (4) platna pro vechny obvody G = Wa@ R,, je platn&
viibec pro viechny cykly w.. co R,- Necht totiz K = Me. b, R, je libovolny cykl.
Pak vime (XI), Ze K = m.»,. C;, kde C; jsou obvody. Necht C; H_W.ow.v R,.
Je tedy K= WF. R,= ,..Mm.»...n@mm = Ww@m.»..aﬂw.

Porovnanim obdriime b,= ..Mf c®. Aviak pro kazdy obvod C;, jak vime,
plati (4), t. i .m.&w@n = @M@..&ww»%. Ry. Nasobime-li i-tou rovnici &islem 4
a sedteme-li vie, obdrZime m.v@@@.ﬂ %SQ%. %y, coZ je opét vztah (4) pro
cykl K == W@n R,.

XIII. Topologickd strukiura sité. Hranice kazdé vétve v siti, jak vime,
je rozdil mezi jeitm bodem koncovym a potatetnim. MaZeme tedy psat

R =3 anSe  (@=L.--i7) ()

o=

kde
koeficienly ag, jsou pFi pevném g vesmés

(@) { rovny nule s vgjimkou prdvé dvou hodnot o, = o5
(zdvislych na g), pro kleré Gos, = 1, Gga,= —1.

Matici a = {ap) budeme nazyvat strukiurdlni matici dané sits. Je jasné,
Je zplsob spojeni jednotlivych vétvi sité mezi sebou je touto matici
a ={ay) jednoznaéné urcen. Naopak je ziejmé, Ze kazdé matici a=={ay}
majici vlastnost (a) odpovida jista sif, majici tuto matici za matici struk-
turalni.

XIV. Druhy zdkon Kirchhoffav. Budi# P soustava viech proudovoditi
v dané siti usticich v jistém uzlu. Orientujme je lak, aby viechny sméfovaly
do toholo uzlu. Pak soudet ( kompleznich) proudit prolékajicich témilto vétvemi
Aowmmnﬂo/\ms%gm proudovodiéi) se rovnd nule,
ﬂmw..:&m S, onen dany uzel. Pak tento uzel je koncovym bodem pravé
£Zch vetvi R,, pro kieré a, =1, a je podatetnim bodem pravé téch vétvi

R,, pro které ap,= —1 (ostatni ap se rovnaji nule). T. zn., druhy zékon
Kirchhoffav lze napsat pro uzel S, takto: .

Tage Jp=0 . (6)
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§3. Matematickd formulace problému a jeho FeSeni

I. Budiz dina soustava {Rg), e=1,.. ., T vétvi (v topologii se Tika
jednodimensiondlnich simplexit orientovanych) a soustava {Se), 0 =1,
....,s uzlt (nuldimensiondlnich simpleziz). Nechf pro hranice vétvi
(simplext) Re plati vztahy (5), kde koeficienty ag maji vlastnost XIIT ().
Necht kazdé dvojici vétvi RoRe je pfifazeno komplexni &islo Rep & ka%dé
vitvi R, komplexni &islo €. Ot 4zka zni: Jakgm podminkdm musi
vyhovoval tato dand disla (Reer, €o), aby exislovala pravé jedna soustava
komplexnich Eisel 3, (o=1,...,1) tak; Ze jsou splnény tylo podminky
(Kirchhoffovy zdkony): .

1. pro kazdy cykl €= Wee R, je (viz XII)

W. co €= M...nc Roe et
2, (viz XIV) TS =0.
= Goo

Odpovéd: .
‘Hlavni véta, Jeli M= 2 Rop 2T ¢ =+ 0 pro kazdy systém komplez-
o oo’ o

nich éisel {xoy, kde aspori jedno z &isel x, je razné od nuly, pak existuje prdvé
jedna sousiava- komplezxnich &isel {3}, pro kierou jsou splnény podminky
1 a 2 (p¥ tom T znadi &islo komplexné sdruZené ku x).

Zejména je podminka M + 0 jisté splnéna, kdy# viechny impedance
Ry maji redlnou tdst kladnou (kaZda vétev ma nenulovy ohmicky odpor),
kdyi Ree pro o+ o je éislo imagindrni a kdyz R = R (tyto podminky
jsou pri fysikalni interpretaci splnény vidy, viz III, IV v §2).

Dakaz tohoto dopliku. Bez Gjmy obecnosti lze predpokladat, Ze
x, + 0. Vyraz M lze psat takto: M= M;+ M,

kde ) M, = 2 Reo 2o Lo
n ¢ .
M, = ERop (X T + Toze)-
e<e’

Cisla (xeZe + ToTe') jako souéty dvou komplexné sdruZenych &isel jsou
realna, &isla Ree pro e < o jsou imaginarni, tedy M, je imaginarni (t. zn.
ma realnou &ast rovnu nule). Naproti tomu &isla z,T, jako soufiny dvou
komplexn& sdruZenych &isel jsou realna a nezdporna (dokonce z,z, > 0),
tisla N, maji podle predpokladu re4lnou sast kladnou, tedy Cisla NReo Lo To
maji redlnou &ast nezapornou (dokonce R;,2,% kladnou). M4 tedy M, reél-
nou &st kladnou a M, nulovou, tedy je M%=0,’c. b. d.

II. Abychom usnadnili dtikaz hlavni véty a vibec dalsi tvahy, budeme
pouzivat maticového podlu. Pii tom vekior (t. j. soustavu ¢sel zavislych

1B, Bydzovsky, Zdklady teorie delerminantit a malic a jich uziti, Praha,
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na jednom indexu) si budeme rovnéZ predstavovat jako malici o jednom.
sloupci, znakem {bas}3 budeme znadit matici z elementd bog, kde horni
index () je sloupcovy a dolni () *adkovy. Pruhem budeme znatiti matict
komplexné sdruZenou a Zdrkou malici transponovanou (t.j.matici vzniklou
2z dané zaménou fadkd za sloupce). V daldim poloZime

R ”Aww%. m.. QHAQE o1 @“A@mv. wnAw@v, w"Ammvu MHAMQV
a podobné. (Matice a ma tedy r ¥adka a s slouped.) Vztahy (5) lze napsat
pak. ve tvaru ] .
T R =aS8. . (7
Podminku, aby C= Zc,R, =¢'R byl cykl (¢ = {co} je vektor), lze napsat
tedy takto o ‘
C=cR=caS=0,
tedy téz (jeito Sy, Sy, - - - jsou zfejm& podle definice linearn& nezavislé)
c'a=0. , ‘ (8)
.muom.nmﬂwz I 1. v tomto paragrafu lze pak vyslovit timto zpisobem:
Jei C= ¢ - R cykl pro néjaky vektor ¢= {co}, pak
'€ =c'RS. (9}
Vzhledem k (8) lze tedy podminku I 1. vyjadiit takto:
Pro viechny veklory ¢, pro kieré ¢'a=0, md platil

‘ ¢'C=c'RS. (10)
Podminku I 2. 1ze napsat takto .
a'X=0. o
III. Budif x;, %y -+ &n uplnd souslava linedrné nezdvislgch FeSeni
rovnice . :
a'z=0 (12)

[tedy z resp. v (v= 1, ..., n) jsou vektory r-dimensionalni, tedy sloupce
o r prvcich]. PonévadZ a je matice redlnd, lze o vektorech z, predpokladat,
e jsou také redlné. Oznalme znakem X malici o sloupcich x, g, - - <y Tny
tedy matici majici r fadkd a n sloupcti. Rovnice #'a=0 je oviem ekvi-
valentni s (12)atedy podle (8) tvoti C, =z’ R (v=1, . .., n) Gplny system
line4rnd nezavislych cykla. Podle definice matice X je v

aX=0. _ - {13)
Je-li « libovolné fedeni rovnice (12), je (systém =z, je uplny) -
aﬂmze&eﬂkz (14)
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pro vhodné koeficienty u, (u je vektor {u.}). K tomu fedy, aby x bylo fesenim
rovnice (12), je nuiné a staéi, aby = mélo tvar = Xu, kde u je vhodny veklor
(n-dimensionalni). Veldor u je pak oviem urien jednoznaéné, nebot vektory
z,, - - - &, jsou podle predpokladu linearné nezavislé.

IV. Prepideme si jedté trochu podminku (10). Rovnice (10)-mé byt
splnéna pro viechna ¢, pro kterad ¢'a=0, t. j. pro ktera a’c=0.Podle III
pravé takova c se daji napsat ve tvaru ¢= Xu, kde u je libovolny vektor
?-&Emnmmob&bc. Podminka (10) tedy Zada, aby pro ka¥dé u bylo

u'X' (€ — RJ) =0,
t. j., aby
X' (€ — RJ)=0. (15)
Mdme ledy fesitrovnice(15) a (11) podle . Obecné feSeni rovnice (11) vypada
podle III takto:
I=Xy, (16)
kde y je libovolny vektor (n-dimensionalni). Pokusime se nalézt tedy takoveé
y, aby byla splnéna rovnd% rovnice (15), tedy

X'C=X'RXy. (17)
Stadi tedy dokazat, Je tato rovnice ma pravd jedno fedeni podle y, ¢ili, Ze
determinant &tvercové matice X'RX je rizny od nuly.

Kdyby tento determinant byl roven nule, existovalo by nenulové Fedeni
rovnice X'®Xy =0 podle vektoru y. Bylo by pak téZ

X' RXy =0,
tedy @Ru=0, kde u= Xy. Podle III jeoviem u =0, nebof podle pied-
pokladu je y = 0. Podle predpokladu uéinéného v nadf vété je viak

@' Nu =+ 0, coi davé spor. Tim je hlavni véta o existenci a unicité feSent
nafeho systému rovnic Gplné dokazana.

§ 4. Vypodet &isla n

V piedchazejicim paragrafu jsme definovali n v podstaté jako podet
linedrnd mnezavislych cykld v nasi siti. Tomuto &islu fikdme v topologii
proni Betliovo &islo sité. Sestdvd-li nase sif pravé z p souvislych &dsti, je

n=r—s+4+p : Cmv,

(jak vime, r je potet vétvi, s potet uzld).
D a k az. Budiz h hodnost matice a. 7 teorie linearnich homogennich
rovnic vime, Ze aplny systém feseni rovnice

ar=0 (19)
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podle ?-&Ea:ﬂoﬁ&b?ov vektoru x ma pravé (s — h) linedrné nezivis-
Iych tefeni. Vzpomeneme-li si na definici matice a, vidime, Ze rovnice {19)
vystihuje pravé tu okolnost, e x, = x, jestliZe uzly S, S, jsou spojeny
néjakou vétvi. Z toho vyplyvé, Ze v kaZdé z p souvislych ¢asti nadi sité
1ze pro jeden uzel S, volit piisludné x, Gplné libovolné a Ze ostatni neznima
x, ptisluina k uzlim S, téze souvislé &asti (komponenty) jsou tim jiz j+dno-
znalné stanovena (totit zy = o). Je tedy za prvé = N

s — h=p. (20
Z.a druhé vyfetime rovnici' transponovanou k (19) t. .
az=0.

Podle téZe véty mé uplny system fedeni této rovmice pravé (r — k) li-
pearné nezavislych fedeni. Aviak podle §3 III je tento poet roven pravé
gislu n. Tedy . .

r — h=n. . e - (@)

7e vztaht (20) a (21) vyplyva s —p=r —n, tedy (18).

§ 5. Nekteré. topologicko-aritmetické dusledky

I. BudiZ a strukturalni matice piisludna k dané siti. Ponechme oznadleni
2 paragraft minulych. Hledejme viechna feSeni soustavy

RI+aB=E,
a' =0 (22)

wo&m vektordt § (r dimensionélnich) a 9% (s-dimensionalnich). DokaZeme,
je soustava (22) md za predpokladu uvedeného v hlavni véié § 3. Fedeni, a lo
» nezndmé X jediné. Jsou-li B a R dvé Fedeni soustavy (22) pFisludnd k jistému
g, pak rozdil z=" — B je fefenim rovnice ax=0.

D akaz Jsouli splnény rovnice (22), pak je jednak splnéna rovnice

(11) (¢ J. vlastné drubé z rovnic (22)), jednak rovnice (15), nebot néso-
benim prvé z rovnic (22) zleva matici X’ dostaneme

X'R=X'C.

Je totiz X'a=0 [viz (13)]). To ‘znamend, § uréené vztahy (22) vyhovuje
60@55555 (15) m...G:. jimi%, jak vime, je % uréeno jednoznaéné (hlavni
véta). Ze a (B — B)=0, je oviem samoziejmé. .

Naopak budiz I vektor vyhovujici podminkdm (15) a (11). Stadf na-
1azti vektor 9B tak, aby a8 = & — RS. Z teorie linearnich rovnic je znamo,
je tato rovnice ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kazdy vektor z
?-&Emummou&bc, pro ktery z'a=0, je soutasné z' (€ — RNJ) =0.
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Obecné fedeni rovnice z'a =0 &li 'z =0 je viak podle 1II v §3 z=Xu,
kde u je libovolny vektor (n-dimensionalni). Staéi tedy dokazat, Ze
u' X’ (€ — RY) = 0. To viak plyne ihned ze vztahu (15).
II. Aplikujme piedchézejici vétu na pripad, kdy je dand sif souvisla
Oznaéme znakem M &vercovou (r+ s) fadkovou matici soustavy (22),

tedy
R | a
M = An\lov :

Z §4 vime, Ze rovnice az=0 mé v podstaté jediné nenulové Feeni
(¢, =% =... =2, [napt.J =(l, 1,...,1)] a viechna ostatni jsou jeho
nasobkem k J.

Podle predchazejici véty (I) ma tedy soustava (22) jediné Fedent, pro které
B, =0 (%, znati s-tou komponentu vektoru %3). Vypustime-li tedy v matici
M posledni sloupec, obdrZime matici M, ktera musi mit maximalni moZnou
hodnost, totiz r+s — 1. Pon&vad% posledni tadek v M je linearni kombi-
naci ostatnich (soudet viech fadkd matice o’ je totiz roven nule, jak plyne
z definice matice a [§2, XIII, vlastnost «]), lze ho vypustit a matice
hodnost nezmé&ni. Je fedy determinant, klery vznikne z M, vypustime-li
v ném posledni sloupec a posledni Fadek, rizny od nuly.

III. Predpokladejme dale, Ze (kromé& p =1) plati S,y =0 pro ¢ % ¢,
a poloime prosté Ry =R,. Je-li k={e,, 05, - - -} n&jakéd kombinace na-
vzajem raznych indexd ze soustavy {1,2,...,r}, ozname znakem (k) R
soudin My, * N, . . . Necht & znadi Lombinaci komplementdrni ku k, t. zn.
soustavu navzajem raznjch indexd, které spolu se soustavou k dava pravé
soustavu viech indexi 1,2, .. ., r. Je-li ¢ dand matice a k jistd kombinace
indext, bude (k) c zna&it matici, ktera vznikne z ¢, ponechame-li v ni
pouze Fadky o téch indexech, které se nachazeji v kombinaci k.

Soustavu vétvi v dané siti nazveme siromem, kdy? nelze v této soustavé
sestrojit obvod, tedy — coZ je v podstaté stejné — nenulovy cykl.
Kombinaci k utvofenou z nékterych indexa (1,2, .. ., r) nazveme reguldrni,
kdyZ souhrn v&tvi R, pro ¢ € k tvofi mazximdlni sirom (maximalni v tom
smysluy, Ze nelze dodat k nému Zadnou vitev, aby nové soustava byla rovné
stromem). ) .

Pomocna vé&ta. Budiz k néjakd kombinace indezxit {1,2,...,1r}
Pak k je requldrni tehdy a jen lehdy, kdyZ (k) @ md Fddkové maximdlni hod-
nost (t. zn. kdyZ se hodnost rovna poctu fadkd), a o rovnu s — 1.

Diakaz o) Necht k je regularni. Pak soustava viech vétvi R, pro
o € k tvofi maximalni strom, tedy obsahuje viechny uzly S, ptivodni site.
Strukturalni matice, piisludnick tomuto stromu, bude tedy (k) a a ¢islo n
stanovené v § 4 pro tuto matici (pocet nezavislych cykla) bude rovno nule.
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Podle (21) v § 4 bude tedy hodnost této strukturalni matice Fadkové maxi-
maélni (v § 4 je dokazéno, Ze transponovand matice v takovém ptipadé bude
mit hodnost sloupcovd maximalni). Podle (18) v § 4 bude v tomto piipadd
potet ¥adkd matice (k)a roven s — 1.

B) Necht (k) @ ma #4dkové maximalni hodnost, a to rovnu s — 1. Pak
podle téhoZ § 4 piisludna soustava viech vétvi R, pro ¢ € k neobsahuje
7adny cykl (n=0), tedy je stromem. Tento strom spojuje kazdy uzel S,
s kazdym uzlem Sy, a tedy je maximalni, nebot podle (18) v § 4 je proma-
tici (k) a podet souvislych ¢asti p=1.

IV. Utvorme nyni s — 1 sloupcovou matici b z matice a tim zpisobem,
e vypustime jeji posledni sloupec. UvaZime-li, Zc tento posledni sloupec
je linearni kombinaci ostatnich (soudet viech sloupcd je roven nule)},
dostaneme z piedchazejici pomocné vety tuto vétu:

Budi# k néjakd kombinace z indexa {1,2,...,r). Pak k je reguldrni
lehdy a jen tehdy, kdyZ (k) b je &lvercovd malice o nenulovém delerminaniu
(hodnost matice se toti neméni, kdy% z ni vypustime fadu, ktera je li-
nearni kombinaci ¥ad ostatnich; zde tedy posledni sloupec). V tomio pfipadé
je hodnota tohoto determinaniu rovna +1 (to plati, jak se dd snadno roz-
vojem determinantu podle Laplaceovy véty ukézat, pro kaidy nenulovy
determinant, ktery v kazdém Fadku ma maximilng dva prvky rizné od
nuly, a to bud jedno, nebo obé z &isel 41, —1: rozvineme determinant
vidy podle toho Fadku, kde je jen jeden prvek rizny od nuly; neni-li jiZ
takového Fadku, je zbyly determinant zfejmé roven nule (soudet vBech jeho
sloupctt je roven nule),,

V. Podle II vime, %e r+4s —1 — tadkovy determinant

® 0 . O}
0 x w

N = »,.. W b
0 0 wﬁm

b { 0

je razny od nuly. = .
Rozvineme-li tento determinant podle Laplaceovy véty podle poslednich
s—1 sloupct a uvaZime-li, kdy s — 1 #4dkové determinanty utvorené z ma-
tice b jsou rtzné od nuly (viz IV), a Ze v tomto pfipadé se tyto determi-
nanty rovnaji &1, snadno nahlédneme (symetrie determinantu N ), Ze

zuT;L%&eéggty

kde X se vztahuje na viechny regularni kombinace k utvotené z indexd
{,2,...,r}, kde prvni dinitel 41 je hodnota nenulového determinantu
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utvoteného z matice (k)b a tieti Zinitel +1 je hodnota determinantu
prislugného k matici [(k) b]'. Je tedy

N=(-1)Z ()% (23)

E je kombinace komplementarni ku k).

MazZeme tedy vyslovit vétu:

Je-li sil souvisld a pFifadime-li kaidé vélvi R, kompleani &islo R, o kladné
redlné &dsti, pak .M (k) % =+ 0. Pritom X se vziahuje na viechny reguldrni

kombindce k ulvofené z indexi {1,2,...,1}. :

Poznambka. Tato véta se da oviem okamZité zobecnit na sité ne-
souvislé; zobecn¥ni je vSak taktka trivialni. .

VI. P¥iklad 1. Mgjme souvislou sit o tfech uzlech S, (=1, 2, 3)
a tiech vétvich ;M (e=1,...3), které spojuji kazdy uzel s kaZdym.
Maximéalni stromy jsou zde ziejmé viechny dvojice vétvi. Je tedy

N =2 + Ry + N

V tomto priklad® je oviem jesté na prvy pohled patrna platnost na’i véty:
maji-li &sla R, reilnou &ast kladnou, je zfejmé N == 0.

P#fklad 2. M&mesitodvou uzlech S;, S; a trech wétvich R,, spoju-
jicich tyto dva uzly. Maximalni stromy jsou zde zFejmé viechny jednotlivé
vétve. Tedy

Luzu.muapg».*lwﬁwaau_:mxmwf.

V tomto piipadé neni jiZ tak na prvy pohled patrno, ze N =0, nebot
soudiny dvou komplexnich &isel o redlnych &astech kladnich mohou vy-
pinit (aZ na zédpornou poloosu) celou komplexni rovinu. Vyraz NN lze viak
psati takto:

| 1,1 1
= (gt )

z teho# nade tvrzeni oviem zase lehko plyne.
Cviteni. Dokakte p¥imo: Jsou-li redlné Sasti Gisel R, (0=1,...,4)
kladné, je

N = 9,50, + %, Ry - F, 3, + 9y g+, R 0.
Ctenar snadno zjisti, Ze jiZ na pt. v piipadé Sesti vétvi (mustkové schema)
neni pHmy dikaz tohoto tvrzeni vibec snadny.

Piisluiny soudet se zde sklada ze 16 &lend, z nich? ka?dy je soudin trech
komplexnich &isel o realnych tastech kladnych.

Doélo dfia 18. decembra 1952.
7 Malematického tslavu CSAV, Praha.
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OOEW@E»)ESM TIPOIIJION CTATBHH.

Baxoas Kupxroda, B cliygyae CUHYCONTAJIBHLIX TOKOB B RaHHOH 2JeKTPONPOBORHON

CeTH, BHPAIKAIOT OTHOMICHKS MeHIY TUMH TOKAMHU, NPHMIOKEHHHMU 3NEKTPONBICY -

MIMME CHIAMM M IOCTOSAHHBIMM CeTH (OMMYEeCHHMH CONPOTMBAEHAAMM, eMKOCTAMK
W MHTYKTABHOCTAMM). ECIIV BHPA3UTH rapMOHITECKNE TORN X HanpsKeHne B KOMIJIEKC-
HOM BMJe, TO 3ABHCHMOCTH OKayKYTCA JIHHEHHHMY M UX CTPYKTYPA onpefeseHa CTPYK~
rypoil cetyt. 3agayeif 3Tl CTATHU ABIAELTCA ROKAIATH CcYnIleCTBOBaHME M YHHIATY Pe-
LeHUA 3TO# cHCTeMbI JUHeHHBIX YpaBHeHRH B 06eM CJIy4ae M TO YHCTO MATEMaTH-
qecKY Ge3 TMpUMeHeHMS (H3AYeCKUX NpeRcTaBieHnit, 9o NeNaeTcA, KAK NPaBHIO,
B yYe6HAKAX 3TEKTPOTeXHWKH. :

B § 1 060cHOBAHHA HYKHOCTb 3TOr0 IyTH pewresus, B. § 2 OPHBOJATCA OCHOBHEIE
Hy3KHbIe TIOHATUA K IpoBeNeHa MaTeMaTHYeCKO-(UarIecKan GopMyLanua npo6iemMst,
B § 3 MpHBONHMTCA AOKA3ATEIALCTBO ri1aBHON TEOPEMEL 0 CYIiecTBOBAHMYM M YHHIIWTE
peuteHnit m B § 4 BHBEIEHO W3BECTHOE OTHOUIEHHE MY YHCIIOM Y3JI0OB, YUCIOM Le~
Ielt papmol CeTH M YMCIIOM HE3ABMCHUMEIX OKpPYroB (3T0 OTHOHIEHMe X eCTh Hemocpell-
CTEEHHBIM TOCTE/ICTBEEM BHIlle NPUBeXeHHHX BHBOMOB). W3 riaBHOrO YTBepJe-
HHA BHILTHBAIOT HEKOTOPHe MHTEPeCHble HOCACACTBUA 1O aprdmMeTrnKe KOMINIEKCHHX
ymMced, KaK 3To IoKasaHo B § 5.
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0 OJHOI KOMBHHATOPHON ITPOBJIEME.
(Comepmanue IMepBolt CTATHU.)

IIycTh N ecTh BAaHHOE Helloe M MOJIORUTeNBHOe YNCIIO. O6o3HaunM 3HaKOM P, MHO-
JHECTBO BCEX IEJBIX IHOJNOMHUTEIbHEIX UUCEN MEHbUIMX MIY PABHEIX gucay n. Pac-
CMOTPHM TAKYI0 KOHeYHYI0 NOCHef0BaTeIHLHOCTh THCEI A (ay, ay..., 05}, KOTOPAH
YROBJIeTBOPAET CAeNYIONUM YCIOBUAM:

(*) @ = @;+1 gOA BeeX § € P,, IpUUeM HOJOMUM Aptl = 0,

(B) B MOCAEMOBATEILHOCTH A MOMeT GHITH HeGOTBIIe TPEX PasINYHEIX 371€MeHTOB.
0603HAUNM eIlté 3HAKOM M MHO;KeCTBO BCEX TeX MHIEKCOB i € P,, XOTODble BbI-

TONHAIT PaBeHCTRO:

() @—y = G+, (NPHYEM TOTOKUM Qg = Ay} Upt1 = Q1)

ARBTOp NoKaswiBaeT (Ha MPOCIOM npuMepe), YTO MHOMKECTBO MHIEKCOB M He MOeT
‘GHTh 1100M3BOJIBHBIM TOEMHOHCBOM Py, ¥ TI0 Toft IpUUMHe RHTEPeCYeTCA CBOMCTBAMM
MHOMKecTBa MHeKcoB M, KOTOPOe ONpeXelieRo MO {») (mAA MOCTOAHHO u36paHHo R
TIOCIIe0BATEIRHOCTH A ).

IoxasbiBaeT, YTO cUpaBefJMBEL 9TH TEOPEMBL:

Teopema 1: MHOeCTBO HHAEKCOB M [yCTO TOrAA K TOALKO TOTHA eciN Y NOoCIeno-
BaTeJIbHOCTH A BHA:

A = (a1, 3, A3, A1, Ay, A, - - o5 U1y A, as).

Teopema 2: IIycte A TOCIEROBATEABHOCTH VYAOBIIeTBOPHIOIAA YCHOBUAM (a), (B8)-
IycTh MHOMeCTBO HHIeKcOB M onpeneeHHOE Mo (¥) Hellycroe ¥ NYCTH €ro 3JeMeHTHI
SyayT: ;<2< o - L Tm. TToToM 3JIEMEHTH MHOKecTBa M YA0BIETBOPAIOT OTHOLICHN M .

- m=0 (mod?) (m=2pu)
n+ M: 2 IMJ x2i -1=0{mod 3)

i=1 i=1

Teopema 3: IIycTh n ecTh IOCTOAHHOE. ITycte M ecTh HelycTOe MHOMKECTBO
MHIEHCOB I3 < X3 < ... < Tm, KOTOPOE YAOBJIETBOPHET YCIOBUAM (1), (2). IoTom
K STOMY MHOMECTBY CYHIECTBYET IIOCIel0BATENbHOCTD A (ay, @, ..., Gn), KOTOPAR
YNOBIETBOPAET YCIAOBHAM (a), (B). 9Ta MOCIENOBATEIBHOCTE, 33 W3HbATHEM IepPMY-
TalMH JAHHHX MEPBHIX TPEX HOCTOAHHBIX 3IEMEHTOB @i, eAUHOIHAYHO omnpefeiieHa.
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