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systému linedrnych diferencidlnych rovnjc za Specidlnych Podmienok kla-
denych na funkeie ¥ (). Dochadzam k vysledku, e riegenje Je jednoznaéné
Vv pripade, Ze st vopred udané hodnoty funkeii: 4 (z) v bode Ty, Yy, ()
Vv bode z,, .. | Yn () v-bode Zn, ak priemer mnoZiny E, ktors obsahuje
V sebe body z,, .. *» Tn, Deprekro®i urdita medzu 2 Najprv riegim problém
pre lin. dif. systém homogenny 2 potom pre nehomogenny. Nakonjec
uvddzam niektoré obecnejsie systémy, na ktoré sa di roz$irif platnost
ziskanych vysledkov begz vidsich tazkosti.

§2

Pre uvazovany systém lin. dif. rovnic

m\h ”amﬁ-ﬁ AHV Yr + a; A.&y [ = Hu Mw .., NI AHV

budem predpokladat, e je udany ?zmmgwuﬁ&u% obor nezavislej pre-
mennej. Pre realnu Premennt je to koneény, uzatvoreny interval, v ktorom

! Doglo dria 1. oktébra 195].
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funkcie au(z) a a;(z) si spojité, pre komplexnt premenny je to rovinny
konvexny ohranieny a uzatvoreny obor, v ktorom sg az (z) a a; ()
funkciami analytickymi. Tento obor bude oborom definicie riegeni systé-
mu (1), ktoré buda spojité ako aj ich derivacie v pripade redlnej premenne;j,
analytické v pripade komplexnej premennej. Z nasich avah vylugime zatial
pripad, Ze by sa niektora dif. rovnica redukovala na tvar
Ui = au () g + a (z),

t. j. budeme zatial predpokladat, Ze z veligin a(z), k=1,2 .. . i_ 1,
i +1,...,n aspoii jedna nie je identicky nulova na celom fundamentsl-
nom obore.

§3

Formulicia problému. Majme homogenny systém lin. dif, rovnic
vi ”wWAHEw (%) yp, © = L2 ... ) 11, ()

a hladajme take riedenie, aby v bode z; bolo g, (z,) =0, v T, zasa
Yy (22) = 0, ..., v bode z, Yn(zn) = 0. MnoZina nulovych bodov g,

1=1,2, ..., n, nech lesi v uzatvorenej konvexnej mnozine E priemeru
h, ktora lezi vo fundamentilnom obore.

§4
Vysetrujme najprv Specidlny dif. systém
Y1 = a1,
Y = Ao3l3
.Q“..IH = Qn—1, nYn
Yn = Gmys + GuyYy + ... + Ann Yn (3)

Pre tento systém dokaZeme tieto vety:

Veta 1. Ak niekioré Y (z) systému (3) (vyhovujice podmienkam §3)je
identicky nulové, potom vsethy yi (), k=1, 2, .. -» 1, su idenlicky nulové
a je lo jediné riesenie tohio systému.

Prv ako dokiZeme vyslovenu vetu, zavedme oznadenie, ktorého sa
v dalfom budeme désledne drat. Znakom M oznadme maximum z | aa |,
znakom u; maximum z | y{ | na uzatvorenej konvexnej mnozine E.

Do6kaz vety: Nech podla predpokladu napr. y; = 0. Potom zo
systému priamo vyplyva, Ze a] Yivt, Yimgy - -+, Ys, Y1 s identicky nulove,
ak maji spliovat podmienky §3. Ak viak je y; =0 (i < n), potom
Us = QGiyiy1Yisy je tie identicky nulové. Preto’e viak @i, ;41 podla pred-
pokladu § 2 nie je identicky nula na celom fundamentalnom obore, musi
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Yi+1 = 0. Z toho dalej dostaneme, Ze y,,=0 atd., tiZe vietky ye(z) =0,
k=1,2 ... n.

Veta 2. Ak niekiord z veliin u; je nula, polom jediné riesenie systému (3)
spliiujace podmienky § 3 je riedenie identicky nulové, 1. J- n(z) =0,
k=12 ... n

D 6 kaz: Nech napr. uy; — 0,t.j. yi =0, odkial y; = ¢ (¢ je konstanta).
PretoZe v3ak podra predpokladu §3 mj byt Yi(x:) = 0, musf ¢ = 0, gize
Yi(z) =0. Potom viak na ziklade vety 1 su vietky yi(z)=0, k = 1,
2, ..., nl

Oznaéme znakom ¢; bod z mnoZiny E, v ktorom | y{(x) [ nadobuda hod-
noty u;. Potom plati relacia (pre i < n)

w= |y &)= _nm..v +1 (83) Yigr (§) | (4)
=laiis1 &) || [yir da [ =M cpauigy - [ E— 2oy, |
Zit1
alebo
u; ME....TH :..+~\f 1= quu ...qﬁl.u.u A@v

alebo tieZ

k—1
u; < .?N..u i+1 E.A._-u. 42 .. KSNYA. wzw\uufa = ]I Eu. u+n~.~a\~T¢q

s=1
=12 ...,n—1, l=si<ksn. (6)
Z poslednej rovnice systému (3) dostavame relaciu pre us:
Un = | g (&) | = | amys + Ung Yo + .. + Gunln | 2mg,

én Loy $n
<M, - @.ﬁ% | + M,, - @&% [ d oo ol ?..._?Ka_ (7)

Mgawu:. _mall .&H;ITE‘&—EN. _ma ..l.ﬁm_lT .. +.~.—”.N=a:a_m=‘.\ﬁ=_

alebo
Un < Muysh + Muyush + ... - Myugh. (8)
Pouzitim relicie (6) je
n~1 n—1
Un = _“Ea NNE-..+H-= + E:n Nﬁ?&au+-~a¢ JT S
s=1 8=
+ .. + E:.alugalu.abm -+ N«%:amﬁ_ * Ug, va
odkial
n—1 i
Un * (1~ Manh — 3 My i [T Moy oy Ji+1] < g, (10)
j=1 =1

Pre h = 0 dostavame z tejto relacie un < @. Pretoze u, je neziporné, splnf
sa tato relicia len pre u, — 0, z &oho na zéklade vety 2 vyplyva, Ze riefenie,
spliiujice podmienku § 3, je identicky nulové a je to jediné. V tomto pri-
pade mnoZina nulovych bodov redukuje sa na jeden bod, v ktorom vietky
Yi(z) maji nadobudnut hodnotu nulovi (Cauchyho teorém).

[




Ak h je mengie ako pozitivny korefi rovnice

n—1 i
\uﬁ.ﬁv =1 - Mz — ME:.:A. NN&:J..:J_:TTH»%M = Qw Aﬂmv
i=1 8=1
Jé vyraz v hranatej zatvorke na Tavej strane v ( 10) kladny, preto nerovnost
(10) moze sa splnif, ked#e g, je nezaporné, len ak un = 0. To v3ak na
..Nmimao vely 2 znamena, %e riegenje systému (3) splfiujuce podmienky § 3
Je identicky nulové a e to jediné tej vlastnosti. Plati teda veta:
.<m5 3. Ak priemer b mnoZing E obsahujiicej nulové body rieseniq systému
dif. rovnic (3) je mengi ako pozitivny koreri rovnice (11), md systém dif.
rovnic (3) jediné riedenie spliiujice podmienky § 3, q 1o riefenie identicky

Owsamgm_.mmz woaBma:wzwam dostaneme, ak pri limitdcii velidin u
postupujeme takto: :
Pre hodnoty | gs(z) |, i = L2 ....n—1 dostavame,

9le) | = fuide | =flas ) st anya) iy

41

z
S Mgy, - | [ ]z — Tiy1 ] dz .
%

UkaZeme, ze integral

4
~H:Nl§tr§mwﬂ. (13)
L5

1 . o ;
kde K = 3 V pripade realnej premennej a K = 4+ w_omw v pripade

komplexnej premennej.3
<< pripade redlnej premennej patria «, Zi, Tiyy do tohoZe intervalu
dizky h. Pretoze pod integralom je kladna funkcia, je

Zitn
I < .Dnl.s..i_&a.
i

PouZime substiticiu Z = x; 4 hi. Pretoze je 2 € (x 2 + I ), bude

m.m< <0,1>. Bod z; Posunieme pritom do Favého koncového bodu intervaly

dlzky h. Potom pri vhodnom ¢ € 01> je iy = ; + ha a
_Nl&iL”b:lnr dz = h di.

Po prevedeni substiticie je ‘

1
I=k[|t—a|d.
0

* Pozri citovany &lanok R, B 4 ) lieu, 729—730.
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Oznaéme
1
g(a) = []1 —a|dl.
0

Po rozdeleni integraéného oboru bude

a 1
m?vH\.?lmv&l*.%ﬁlnv&”nula.*.w.
Tato funkeia nadobuda v intervale 0 < q < 1 najviésiu hodnotu v bodoch
a = O a g =
1
a to g0 =g)=L—x.
Je teda skutoéne

V pripade komplexnej premennej je I integral zo vzdialenosti vreholu
trojuholnika, pripadne de-
generovaného, od bodov proti-

Tahlej zikladne, pri¢om inte- Ka

gracia sa prevadza pozdlz R o

tejto zékladne. Strany tohto VA L RN
trojuholnika s najviac rovné , # f vy
priemeru k mnoZiny E, kedze .y h % *

vietkytrivrcholy trojuholnika
leZia v mno¥ine E. Nechajme
zékladiiu pevnt a ozna&me
znakom A vrchol rovno-
ramenného trojuholnika so-
strojeného nad touto zdklad-
fiou, pri¢om obe rovné strany
nech maju dizku h. (Pozri
obrazok.)

Ak pévodny trojuholnik
prejde v uvedeny rovno-
ramenny trojuholnik, nado-
budne integralsvojuna jvadsiu
hodnotu, a to z tohto dévodu:
ak je B vrcholom pévodného
trojubolnika, ktorého strany Obr, 1.
st mensie, najviac rovné h,
tento vrchol lezi v uzatvorenom obore Q spoloénom dvom kruhom
o polomeroch % a o stredoch v koncovych bodoch zakladne. Vzdialenost
YubovoIného bodu X (z) na zakladni od bodu B z Q mé najvadsiu hodnotu,

7




ak bod B splynie s bodom 4. Vtedy aj funkeia pod integrilom nadobtda

najvaéiiu hodnotu, a preto aj integral I.
Dlika zikladne uvaZovaného trojuholnika e |z — gz |

i .
O<ax 5 - Poloime pogiatok suradného systému dq stredu z

“N.l&f.i s XA = h® — a2 | 52
takie

k4 o ah
Ix< N\ VA — @*h¥ gz — o [ypr CREE 2 g

Ak pouzijeme substiticiu 7 = Wi, je dz=1h-dt o medze Oa a. Potom je

a [
Is< wobf —a*h? LR L g M%%E —a® £ gy
alebo

. I <kg(a),

g (a) = wcbs —a* 24y,
Vypoéitanim tohto mtegralu dostivame

1
g AQV ”MHMQ + (1 — a?) ._ow.mwmg“ O<a MW.
1

Tato nadobuda v intervale 0 < ¢ < 3 Najvcsiu hodnotu v bode a =

a to

1y 44 3log 3
9(z)= = L3-20xs.
Tym je horné tyvrdenie dokizaneé.
Po tomto z (12) moéZeme pisat
ﬁ.Q._A.&V ~ = E—....+u~.~..+w~ﬂx~wn l= Hv w, ce., n—1,
Pre u, dostaneme ng zdklade (14) a 3)
Un = M, M, Kh2 - Uy + MpyMyKh2 - yy +

5 i JF E?:J.E:l .:Nﬂ&m © Uy + Ngaab * Uy,
Pouzitim (6) dostaneme

i=1

n—1 ;
Uy *HH - NS::& e NNM g:.:lm Nw.Ealu.:lu+H\Z.+-M a.
$=1

Pre h mensie ako pozitivny kores rovnice

. n—] i
() =1 — My o — NMWHE...JWM\S.I.?:: T+ —

1

P

(14)

(15)

(16)

(17)

je vyraz v zitvorke p (16) kladny. Preto relicia (16) splnf sa v tom pripade
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jedine pre u, = 0. Potom viak rieSenie systému (3) spliiujice podmienky
§ 3, je na mnoZine E identicky nulové a je to jediné tej vlastnosti. Je Fahko
zistit, Ze pozitivny korefi rovnice (17) je vads ako pozitivny koredl rov-
nice (11).

VSimnime si toto: Ak v (5), (8) a (15) vezmeme znamienko rovnosti, je
rovnica (11) totoZna s charakteristickou rovnicou systému (5) a (8) a rov-
nica (17) je zasa totoZni s charakteristickou rovnjcou systému (5) a (15).
Napr. rovnica (11) je totoZna s charakteristickou rovnicou

1, — M,z 0, 0,..., 0, 0
O“ Hull mwnv O,..J Ou 0
=l e ]
0 ’ 0 ’ 0 ] O- H H‘ - n—,n%
— Mpy P — E:wﬂu — Mang®, — Nv\:pau Ay .'Eu:alwaq L~ .Nwﬁ‘..*%ﬁ
§5
A. Vezmime teraz obecny homogenny systém lin. dif. rovnie
nl
m\“ u&mﬁﬁn A.ﬁvwr N. = Hu w. ey n. va

V obore E, ktory obsahuje mnozinu nulovych bodov z;, nech maji velidiny
u; 3 My tene vyznam ako prv.
Nech |y (x) | nadobtida v bode & z E hodnotu u;. Potom
=y (&) | = |aay; + apy, + ... + Ginyn o<
Ulaat-to ]+ [ae | [gs] + ... tlanl - [ylloass
& i $
=My | Jyida |+ My | fysde |+ ... £ Mo-| [ghde [ =
P41 2y %

|l

e

in

[

S Moy |8 — @ | + Miguy |& — 2y [ + . .. + Mintn [§ — za |

a koneéne

u; = Myu,h + Myush + ... + M, u.h (19)
alebo sumarne

U £ 3 Maugh, i=1,2 ... n. (20)
k=1

Oznadme

M; = max {Mu), k=1,2,... n
Potom z (20) dostaneme

WS MhZu, i=1,2 . . n (21)
k=1
Spoéitanim pre vietky ; je dalej
Su; = SMih - Sy, (22)
i=1 i=1 i=1




Predpokladajme, 7e existuje riedenie splitujiice podmienky §3 a nie je

identicky nulove, t. J- je 2 u; 3= 0. Potom 2 (22) mame

L=k
1<h3M,

i=1

odkial
L (23)

Ak teda existuje riesenje Systému (2), sphiujice podmienky §3, a nije je
identicky nulové, musj byt priemer mnoZiny nulovych bodov vadsi alebo

rovny hodnote au - Ak viak je ten priemer mensi ako uvedena hod-

ZM;

=1

nota, z (22) vyplyva, ze musi 3 y; = 0, t. . vietky u; = 0, | — 1,2, ...,n

=1
¢o znadi, %e riefenje systému (2) spliiujuce podmienky § 3 je identicky
nulové,

Napr. v pripade systému

b

%m”t»
Y = —y,
jen=2 My =0, gs”f ?Nﬁ”u. an»”omEHHENUH.N (23)

vyplyva, %e riefenie Je identicky nulové, ak h < W Netrividlne riegenje

mdZe existovat pre h > yw‘ Lahko sa d4 zistit Ppriamo, %e existuje, pravda,
aZ pre h= |z, — | = M Ako vidiet z prikladu, hranjca (23) pre
tislo h je dost hruba. Ide o to, zlepsit tuto hranjcu.
B. Vysetrujeme systém nerovnostj (20) dalej a piSme ho v maticovom
tvare g
(r] — M) (u) < (0),2 (24)
kde r= w, h=0,J je jednotkové matica a M je Stvorcova matica n-tého
rddu, ktorej prvky sua nezdporné. Vezmime najprv pripad, e prvky

)
matice M su vietky kladné Potom matica M iste nie Je
nilpotentna, pretoZe %iadns jeJ mocnina neda nulovg maticu. Jej charak-
teristickd rovnica nems teda nulu za n-nasobny koreii. Pre tuto maticu

dalej platia nasledujice vety, kiors uviadzame bez dékazu.

‘ (u) a(0) st stipcove Mmatice, (0) je nulova matica. Relicia < zavedens v (24)

medzi maticami je v smysle, Ze ta istd reldcia = plati medzi odpovedajacimi prv-
kami oboch porovnavanych matic, )
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I. Aksdt vmatici vietky prvky Muredlne a kladnsé,
mamatica najmenejjeden ovmwmwamlm:ow.% koren

kladny. Ak o znagj najvacsi kladny koren, su
vietky minory charakteristického determinantu

....................... (25)

l
§
r
=

pre r = ¢ kladné.s
II. Ak su vietky prvky matice kladné, ma jej cha-
rakteristickd rovnica jeden jednoduchy koren,
ktory je kladny a ktory je vid&si ako absolutna
hodnota kazdého iného korenas
Z tohto plynie, 7e pre najvacsi kladny kores p, pretoZe je jednoduchy,
Je hodnost matice
(pd — M) (26)
ako aj vsetkych Jje] mocnin prave n — 1.
TieZ matice
At — MY, k=12, ...
maju hodnost n — 1, pretoze ak je ¢ najvadgim kladnym charakteristickym
korefiom matice M, je o* najvicsim kladnym charakteristickym korefiom
matice M* a je Jednoduchym, ako to vyplyva z vety II. Plati totis: Ak i
ﬂuu w.»u MRS ] %alnub
charakteristické korene matice M , st
rErE L raky ob
<harakteristickymi korefimi matjce M*. Podla vety II
[r] <op,

[r¥ | <t . (28)

Je teda p* koreti kladny, najvacési zpomedzi korefiov r* a je jednoduchy,
odkial nage tvrdenie o maticiach (e — M¥) vyplyva.

C. Predpokladajme teraz, Ze v (24) plati znamienko rovnosti. Potom

mdame pred sebou homogenny systém. Pre r rovné koretiu charakteristickej

rovnice

odkial

i —Ml=0 (29)
mé tento systém nenulové riegenie. Ak vezmeme r = p, t. j. najvaéii kladny
koreti rovnice (29), pretoZe je tento jednoduchy, je v tom pripade hodnost
<charakteristického determinantu prava n — 1 a okrem toho su vtedy
vietky jeho minory kladné, moézeme preto riesenie systému (R4) pisat
v tvare

5 Pozri O. Perron, Algebra I1," 37, 40,
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5“:»“...“:‘.”&3“\»@“...”\?3 (30y
kde A, su minory charakteristického determinantu. Podra uvedenych
vlastnosti minorov charakteristického determinantu je zrejma nasledujica
vlastnost riegenia: vietky u; maju rovnake znamienko; ak jedno z g, je
nulové, potom st vietk y. .

D. Vezmime opit relaciu
o . (0 = M) () = (0) (31)
a eliminujme v tejto relacii vietky u;, okrem jedného, napr. u,. Dosiahneme
to napr. tak, Ze riadky systému (31), t. j. systému
(r— My) u, —Myuy — ... — M u, <0
................... (32)

, — Mgty — Magu, — . ., +(r — Mu)u, <0,
:mmoEEo\ podla poradia minormi (n — 1)-radu, patriacimj k prvkom
k-tého stipca determinantu [t — M ||, kde r > p- Oznaéme tieto minory
Ay, Agz, ..., Ang. Podla vety I st tieto minory pre r = p kladné preto
berovnosti (32) sa nezmenia, ak ich podla poradia nasobime _,%B?o,imzo?

mi. Po vynésobenf ziskané nerovnosti spotitajme. Dostavame
n

3 (8 — M) Aguy 4 .. +.ww¢ B — M) A ug + ...

i=1

+ . § +.M4 A\. W—.w— - E&ﬂv k&.m& Up < Oq Aww.v

i=1
kde 3; = 0 Pre i =k a &y =1 pre { = [,
Podla znéme;j vety o determinantoch je

.m? Bim — M) Az = 0 pre m £ k. (34)
Preto nerovnost (33) sa redukuje na
-..Wum?. W..m —_ E..mv kﬁnw up < Ow AMWV
alebo
Kde f(r) wm <0, (36)

f(r) 528 — My) Au =[] — M ||

Je charakteristicky polynom. Pre r > p je f(r) > 0, preto nerovnost (36)
sa splni, pretoZe u; je nezaporné, iba ak u; = 0. Ak urobime tento pochod
pre k =1,2, ... n, prichddzame k vysledku: Systém nerovnosti (32) m4
Pre r > ¢ a uy neziporné jeding rieSenie, a to nulové, t. j. u, = 0,
k= Hm w.. s To viak Znamena, Ze pre r > p ma systém dif. rovnic (2)
Jediné riedenie spliiujuice podmienky §3, a to identicky nulové. Dokazali
sme teda (zatial s obmedzenim M > 0) tato vetu:
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Veta 4. Riedenie systému (2) spliujice podmienky § 3 je ideniicky nulové
a je lo jediné lej vlasinosti, ak priemer h mnoziny E uzalvdrajicej mnofinu
nulovgch bodov z; (i =1,2, ..., n) je mensi ako prevrdlend hodnola naj-
vdliieho kladného koreria charakleristickej rovnice [jrJ —M |} = 0.

V dalsich odsekoch E, F ukéZeme, e predpoklad M. > 0, za ktorého
sme dokdzali vetu 4, nie je podstatnym a Ze ho moZno nahradit, obecnym
totiz Mg = 0.

E. Predpokladajme teraz, ze prvky matice M st nezédporn é ale
takeé, e v katdom riadku matice M je najmenej
Jeden prvok My, ik, rézny od nuly. UkaZeme najprv,
Ze matica M nie je nilpotentnd. V i-tom riadku podl'a predpokladu je
aspoii jeden prvok nenulovy, kladny. Oznaéme ho M, t. j. je v i-tom
riadku a k-tom stipci. Tvorme maticu M2 Hradajme jej prvky i-tého
riadku. Dostaneme ich ako stdty sudinov prvkov i-tého riadku s prvkami
jednotlivych stipcov matice M. V k-tom riadku je podla predpokladu tiez
aspoti jeden prvok nenulovy. Nech je to napr. My, t. j. je v j-tom stipci.
Potom prvok ¢; matice M? je

Cij = ... l_lg;“ggl_l .
zrejme nenulovy. M4 teda matica M2 v i-tom riadku prvok nenulovy.
Z avahy je dalej zrejmé, %e matica M2 ma v kazdom riadku aspoil jeden
prvok nenulovy, tak ako to bolo u matice M. Uplnou indukciou sa da Fahko
dokazat, Ze matica M* ma tiez v ka¥dom riadku asponl jeden prvok ne-
nulovy (k=1,2,...), ak matica M ma v kazdom riadku asponl jeden
prvok nenulovy. Ind¢ povedané, Ziadna mocnina matjce M, ktord méa
v kaZdom riadku aspoii jeden prvok nenulovy, nedi maticu nulova, &iZe
matica M nie je nilpotentna. Znamena to dalej, Ze charakteristick4 rovnica
tejto matice nema vsetky korene nulové. DokaZeme dalej platnost vety:

Charakleristickd rovnica matice M md aspori jeden nezdporny koreri. Ak p
znall najoiési nezdporny korefi, si minory delerminantu ||rJ — M || pre
r 2 @ vielky nezdporné.

Dokaz vykoname tplnou indukciou. Pre n = 2 ide o determinant

_ | r— My, — 12
Dw?vl l..im:ﬁlgmm )
Je Ay(Mi) = — MyM,;, <0. Pre r dostatodne velké je viak A, (r) > 0.

To znadi, pretoze My; = 0, %e rovnica Ay(r) =0 ma nezaporny koreri a naj-

Vacsi nezaporny koreti, oznaéme ho p, je vacsi, najviac rovny M. Minory
determinantu A,(r) st

E % I.Dlnwm.; =r— M, mwwwﬁwv = M,
] Na (1) _ mDn ?.v —
3= My — M oir— My = "~ M
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=4 ny, — ngy « .., I ,NE.:»: !Ea.:....u
- =+H.~.||.N§=+u.. q...wlg o .ﬂ’g R
Tento sa da pisat v tvare : e e
) . Anyy(r) = (r — N§=+r=+nv An(r) + E,
kde U je determinant, ktory vznikne z Anyy, ak miesto prvku (r — Muyiyniy)
ddme nulu. Ak U7 rozvinieme, bude

ADpy(r) = (r — N§=+r:+ﬂv QDn(r)— 3 NAH\»&.NS,..:i g=+r: (a)

t=1j=
kde A; sa minory determinantu An(r). Podla predpokladu existuje
P20, Ze Alp) =0 a Pre r =p, st Ay(r) 2 0.
PretoZe prvky
.NE.H.=+E ey Moy,

4 Masrys, ooy Mayyn (b}
st H,amm@ogm, je pre r = p, prvy ¢len na pravej strane v (a) nulovy, druhy
nezaporny, preto

>=+r€~v =0. Av\v
Avsak pre r dostatoéne velkeé je Anya(r) > 0.Z toho vychadza, e existuje
wmumwog% koresi TOVDICe Anyq(r) = 0 a je VadH, najviac rovny p,. Tym
Je prva &ast vety dokazani.
Oznadme najvacsi nezdporny koref rovnice Antr(r) = 0 znakom p.
Je p = p,. Pre tento dostavame
Anlp) 20, As(p) 2 0. (c)
Pre r > p su As(r, k'adné alebo nulové., Ktoré su nulové, si identicky.
Ich anulicia je sposobena tym, Ze niektors prvky Mg st nulové. Avsak
nie vietky su nulové, pretoze potom by i Aa(r) = 0, & je spor s pred-
pokladom, Ze totiz p, Jje najvadiim nezapornym koretiom rovnjce A (r)=0.
Napr. minory A (r) nie sa nulové, pretoZe podla predpokladu pre r > p

sU Ag(r) = 0, ale pre dostatoéne velké r sp kladné. Aby sme dokizali aj
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druhu &ast vety, berme do uvahy najprv minory determinantu Angq(r),
ktoré patria k prvkom posledného stlpca. Tieto su:

9 Aniqlr) - . s
mﬂlngq..=+»v .lmm\r.gs+r:\ = f wu ceey

OAnaqy(r)

(r—Mnygniy) Aa(r)
a su pre r = p zrejme neziporné, ako to vyplyva z (b} a (c). Zaroven je
zrejmé, Ze nie vietky st nulové. Tak DAPr. pre r > p je An(r) > 0. Dalej
podla predpokladu je v Pposlednom riadku aspoii jeden prvok nenulovy.
Nech je to Mau,,; Minor An(r) je pre r>p kladny, ako bolo uz prv
ukdzané. Preto minor determinantu A py(r) patriaci ku f-tému prvku
posledného stipca je

m>a+».~.v |= R
T My 2, AoMotre =

=... +AuMui i+ ... > 0,

lebo sudin AyM,,, , je kladny.

Vezmime teraz minor patriaci k TubovoInému prvku determinantu
Anyi(r). Napr. k prvku My, t.j. k prvku E-tého stipca. Presutime k-ty
stipec za posledny a potom tieZ k-ty riadok za posledny. Vznikne deter-
minant A'syq(r), ktory ma prave také minory (okrem poradia indexov)
a prave také vlastnosti ako determinant Anta(r), st teda jeho minory
patriace k prvkom posledného stipca pre r = p nezdporné a nie vietky
nulové. Tym je dokézana aj druha &ast vety.

Poukazali sme, 7e p = Mi;. Aby teda bolo p kladng, staéi, ked niektory
z prvkov M je nenulovy. Dalej, aby p > 0, staéi na zaklade (a), aby
aspoii jeden zo sudinov

kﬁuﬁgm.:.*u,gw_l_.ru.‘ h. = “—g w« DR \.” Hu wu “eey Su

bolod nuly rézny. Potom je P > p13 Aa(p) > 0 a tie? sudet blavnych mino-
rov determinantu Angy(r) je pre r = kladny, &o Znamena, 7e derivacia
charakteristického polynomu je menulova, ¢&iZe p je jednoduchym
korefiom.

Po tomto mézeme pristapit k eliminacii (n — 1) velidin u; zo systému
nerovnosti (32), kde teraz prvky My st neziporné a v kazdom riadku je
aspoil jedno z My == 0, | + k, k=12, ... n. Ponechajme u; a ostatné
eliminujme. Nisobme po poradi riadky uvedeného systému nerovnosti

minormi (n — 1)-radu By, By, ..., Bu, patriacimi k prvkom k-tého
stlpca determinantu [|rJ — M ||, pre r = p, kde p Jje najvadsi nezaporny
koreil rovnice ||rJ — M [| = 0. Tieto st nezaporné, nie vietky nulové.

Preto znak nerovnosti sa pri ndsobeni zachovava. Ak po vynasobeni ne-
rovnosti spo¢itame, koeficienty u vetkych u; podla znamej vety o deter-
minantoch vypadnu a ostane len -
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W‘n ?. mtn e M_&—.wv w-.aﬁw =< O. Aﬁ:

kde 8y = 0 pre ; Fh, 0 = 1 pre i = k, alebo, ak koeficient pri u;, ktorym
je charakteristicky polynom, oznadime f(r), je
\ ?.v cup < 0.

Pre r > ¢ je 7(r) > 0, preto Pre r > p a nezdporné y, splni sa t4to nerov-
nost len pre u, = 0. Ak avahy Prevedieme pre k = 1, 2, ..., n, dostavame,
Ze pre r > p priptsta systém nerovnosti (32) jediné rieSenie, a to u — 0,

=1,2,...,n To viak znamena, Ze vtedy systém djf, rovnic (2) ma
jediné riegenie spliiujice podmienky §3, a to riegenje identicky nulove.
Plati teda veta 4 aj pre pripad hezdpornych M,
wMW%MF Ze v kazdom riadku matice M je aspori jeden prvok My nenulovy,
') >

F. Teraz ukdZeme, Ze veta 4 plati za predpokladu M 2 0 bez dalgieho
obmedzujticeho predpokladu. V odseku E uvedeny obmedzujici pred-
poklad vylugil tieto pripady:

a) v niektorom riadku matice M sa vietky prvky nulové,

b) v niektorom riadku matice M, napr. v k-tom, sa vietky prvky
s vynimkou My, nulové, .

c) vietky prvky matice M si nulové,

d) vietky prvky matice M sq nulové, s vynimkou vietkych prvkov
hlavnej diagonaly. .

UkaZeme, e Pripadom a) a b) mozno vidy vyhnit a v pripadoch c)
a d) plati veta 4:

a) Ak nastane pripad a), znagi to, Ze prisluina rovnica je tvaru g =0
tiZe yp = konst. Pretoe podfa §3 ma byt yi(x) = 0, Je ;e = 0. .Hm:xw
woég.n.: moéZeme vak z nagho uvaZovaného systému Vybustif a uvaZovat
zbyvajicich n — 1 rovnic, v ktorych ¢leny s yi vynechame, Tento novy
systém uZ pripad a) nebude obsahovat. Ak by v nasom pdvodnom systéme
bolo viacej rovnic tvaru Yi = 0, vynechiame vietky a budeme sa zaoberat
systémom ijm?omg rovnic, v ktorych vypadni prislugné tleny obsa-

b) Ak nastane pripad b), potom prisludna rovnica ( resp. rovnice, keby ich
bolo viacej) je tvaru Yi = au(z)yr. Jej riegenie J¢ ¥x = konit. exp.
S Sﬂlav&su PretoZe podra §3 ma byt gi (22) = 0, must byt kongtants rovna
nule, ¢ite je y = 0. Takato rovnicu (rovnice) v nagom systéme opat vy-
nechdme a budeme uvazovat systém o zbyvajucich rovniciach, v ktorom
¢leny obsahujuce ¥ vynechiame, Tento novy systém ui fazkost b) ne-
bude mat.

¢) V tomto pripade ide o systém tvaru y{ = 0, ; — 1,2, ..., n. Matica M
tohto systému je nilpotentna. Jej najvacsi nezaporny charakteristicky
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koreni je p = 0. (Vieme, Ze vietky korene sg nulové.) Preto pre kazdé
r>0 je charakteristicky polynom f(r) = m > 0 a minory determinantu
[[rJ — M ||, patriace k prvkom Tubovolného riadku alebo stipca, su
neziporné, nie vietky nulové (nenulové sa hlavné minory). Preto elimi-
nacia u; zo systému (3R) je aj v tomto pripade mona a z tychie dovodov
ako prv dostivame, e pre r >0, t. j. pre & Pubovolne velké, sa vietky
u; = 0, &iZe rieSenie sphiujice podmienky §3 Je identicky nulové a je
jediné. (To sa shoduje s nagimi vedomostami o tomto systéme.) Tym sme
ukézali, %e veta 4 plati aj pre tento pripad.
d) V tomto pripade uvaZovany systém je tvaru yi = au(x) ys,

i =1,2, ..., n. Charakteristicka rovnica matice M, ktora ma len prvky

n
¥ vp

hlavnej’ diagonaly nenulove je f(r) =T {r — M) = 0. Jej najvadsi ne-

=1
zaporny korefi je rovny najvadésiemu z M. Pre r > max (M) jef(r) >0
a minory (n — 1) radu determinantu | rd — M || st nezaporné, nie vietky

nulové (nenulové su opdt hlavné minory). Preto eliminscia u; z (32) je
1

Bmxﬁs..v
st vietky u; = 0, &Ze riedenie tohto systému spliiujiice podmienky §3
je pre uvedené h identicky nulové a je jediné.
Teda veta 4 platf aj v tomto pripade. Tym je zaroveii dokonéeny dékaz
tvrdenia vysloveného na zadiatku tohto odseku.

Poznémka. Takto najdend hranica pre &islo h v pripade d) je lepsia

opaf mozZn4 a dava vysledok, Ze pre r > max {M}, t. j. pre h <

ako by bola podla (?3) v odseku A {podra (23) je h Afmhl ,alevzhladom
: ; uuw,ﬁ....
na skutoénost je pomerne slaba. My totiZ vieme, Ze uvafovany systém ma
riefenie spliiujice podmienky § 3 jedine identicky nulové, a to pre k Pubo-
volne velké. .
Teraz ukaZeme na priklade, Ze veta 4 dava pre islo h lepdiu hranicu
ako (23) z odseku A:

Priklad: (tenfe ako v odseku A)

Yi=1,

Yy = — b1
‘Charakteristickd rovnica je f (r) = wllu. w
nezaporny koreti je p = 1. Podla vety 4 pre h < 1 je riefenie tohto systému
spliiujtce podmienky § 3 identicky nulové. V odseku A dostali sme pre h

. 1
hranicu —.

Ywr

=r® —1=0; jej najvadsi
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§6

Ak Mg sa kladné, dostaneme optimélnejiie ohranjéenje priemeru -k,
ked postupujeme takto: Nech &, je bod, v ktorom | y¢| dosiahne hodnoty u;.
Potom

& & &
u; = _,S\AW.ZMKS&._.\.S&H_ +§£._.\.%m&&_+ +§..=._.\.S\.&&_
4% in

4

& z ) b4 4
=My | [[ay [ydz + ag [yidz + ... + a, Jyidz |1z | +
41 F41 43 in

& z z ES
+ M ([ an [yidz + ay, fyiaz+ ...+ s [yadz] da | +
2 I X in

m.u. x

z F 4
+ M | [[am [yidz + ang fyidz + ... + ann [yndz] dz |
g Zz In

p 43
& &
= My [ Myu, :.A& —o)dz | + M, u, _.\Aa — Z)dx |+ ... +
Iy 41

&
+ Muun | [ (2 — 20) da|]
v m— ms. b4
+ Moy [Mau | [ (2 — 2)da | + My, [[(e ~z)dz|+ ... 4

+E§s._§sla..v§:

¢ §i
+ Min [Myuy |f (z — T)dz | + Mayu, | [ (z — Zo)dx [+ ... +
NI in

]
ITNS::E‘. _.\.AH'.\H&&QLI.I
I

Absolutne rom.bogs tu vystupujucich integrdlov st mengie ako K h2, kde
v pripade realnej Premennej je K ”!f <?.€mmm_852mx:£. vESmuE&

2
je K = 4+ w_emw (pozri §4), preto po uprave bude
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S (MoMy + MoMy + ... + MMy - 0, Kb
+ Qgs.wguw + Eo.wgww IT P, + E—.: :MV * ﬁm&.ﬁv#w

+ AE.AEH: + .Ng..mgma o + E?NE‘::V ~un K h2.
1

Oznaéme A =%z (h = 0). Mdme v maticovom tvare
(M — M?) - (a) = (0). (38)
Oznadme najvigyi kladny korest charakteristickej rovnice A — M2 || =0

znakom 2,. Potom relicia (38) pripusta pre nezaporné u; a pre A, < A

alebo h2 < Nw = h} jediné rieSenie, a to u; = 0, i=1,2 .. .,n. To
2

vBak znadi, Ze systém (%) m4 jediné riegenie splitujuce podmienky § 3, a to
identicky nulové, ak priemer mnoZiny nulovych bodov je men ako h,.
Ak st My kladne, vtedy medzi korefimi p a s plati zndmy vzfah medzi
korefimi charakteristickej rovnice matice M a matice M2 a to

Qw = vrmu
odkial je
11
i Khy B

kde znakom h, sme oznagili W.&S prvé ohraniéenie priemeru / a zna-
kom h, zasa _\I.M”» ako druhé ohrani¢enie. Z predchadzajicej rovnosti je
2
zrejmé, kedie K < 1, Ze
hy > h,. (39)
Poznamka. Zistil sme, Ze systém (2) ma jediné riefenie, identicky
nulové na mnozine E, ktora obsahuje v sebe body anulicie funkeii yi(z),
ak priemer tejto mnoziny je mensi ako prevratena hodnota najvicsieho
nezdporného korefia charakteristickej rovnice matice M . Nahradme hod-
noty My hodnotami My = max | ax | na celom fundamentalnom obore.
Potom rieSenie systému () bude identicky nulové na konvexnej mnoZine
priemeru h’, ak tento bude mengi ako prevratend hodnota najvéésieho
nezdporného koremia charakteristickej rovnice matice M’, ktorej prvky
st Mj, ak t4 mnoZina bude v sebe obsahovat body anulacie riegenia. Toto
riefenie bude viak potom identicky nulové na celom fundamentalnom
obore. Ak totiy pokryjeme fundamentalny obor takymito mnozinami,
budu riegenia identicky nulové najprv na prvej mnoZine a potom na
vietkych.

§7
V tomto §-e zovieobecnime znimu vetu o alternative na systém diferen-
cidlnych rovnic. )
Veta 5. Nech z,, Ty, - -, Zn j& n bodov obsazenych v konvexnej uzavre-
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nej mnozine E. Nech priemer E je mensi ako reciprokd hodnota naj-
vacSieho nezaporného korefia charakteristickej rovnice matice M. Nech
Y1, Y2, - - -, Yn 84 Fubovolné &isla, z ktorych aspoii jedno je rézne od nuly.
Potom systém (2) m3 jediné rieSenie spliiujice podmienku hnzy) =
=Ty s, m\aﬁ.ﬁav = Yn.

Dokaz Vezmime fundamentalny systém rieSeni systému (2)

Y& Yoo - - ymy, k=1,2, ... n. (40)
Potom nage riegenie bude
Y ”.N..m Cya, k=1,2, .. n, - (41)
kde konstanty C,, C,, ...._m..H sa uréia z podmienky
ZCya (@) =y k=12, . n (42)

PretoZe podfa §5 pripusta systém
.W.ua..m_isuv =0

jediné rieSenie, a to nulové, je jeho determinant {| g || od nuly rozny
a preto nehomogenny systém (42) dava pre C, jediné, nenulové riegenie.

Veta 6. Nech body Ty, Ty, ..., Tn 2 mnofina E spliiuja predpoklady
vety 5. Nech q,a,, .. -» @n s lubovolné ¢&isla. Potom nehomogenny
systém (1) m4 jediné riegenje sphiujice podmienky Nio) =«a. .., Yn(Zn)=
= Qn.

Doékaz Vezmime fundamentalny systém rieseni systému (2), ktory
je asociovany k systému (1),

Yk, Yor, - . ., Ynx, k= Hewu SRR ()
a partikularne riegenje systému (1) nadobtidajice v bodoch %, i=1,2,... . n,
hodnét B;. Omummﬁo ho
‘ Yo, Yoz, - - - Yon.

Obecné riedenie systému (1) je potom

Yr =Ya (z) + 3 Biya(z), k =1,2, ... n. (43)
t=1,
Nami hPadané riegenje dostaneme, ak za B, dime hodnoty spliiujice
systém

2 Biya (1) = a — By, k = 1,2, ..., n.

i=1

Z tohto systému daji sa hodnoty B; urgit jednoznagne, pretoZe, ako sa
uz vyssie povedalo, je Jeho determinant [l y || od nuly rézny.
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§8

Nage uvahy, ktoré sme previedli pre systém (1) resp. (2), moZeme pre-
niest aj na obecnejsie systémy prvého radu.
Nech je dany systém
m\m”\wc\rmmw..:m\:v, m“HuM\v«..lhq AAAHV
kde funkcie fs nech maju v uzatvorenom obore priestoru P, ktory ma
rozmery n 41, spojité parciilne derivacie %.c\fw..“ L, k=1,2, ... n Tieto
parcialne derivacie st v tom obore ohranitené. Ozna¢me ich maximalnu
hodnotu M. Funkeia | ¥i (z) | nech nadobuda svojej maximélnej hod-

_noty u; v bode &, Potom

& &
=190 |t o o 2y 30
P z

odkial je potom

= Myuh + Myuh + ... + Munh, { = L2, ... n
Zo systému tychto nerovnosti uréi sa potom priemer A mnoZiny E tak ako
Vv pripade systému (32) a dostaneme, ze Jedine riesenie identicky nulové
spliuje podmienky §3, ak h mensie ako prevratens hodnota najvigsieho
nezaporného charakteristického korefia matice M, ktorej prvky sa M.

BBIBObI

B Bacrosmeit pagore s UCCIEN0BAT CUCTEMY JHHEHHEX nuddepennmans-
HBIX ypasHeHHlt

yi ”»Wa.u U@ Yot i), i =1,2, ... n (1)
HIH
.ﬁ”%nﬁ& Yo 1=1,2 ... n (2)
€ YCIOBUAMR "
¥ () =0, Ys (x) =0, ... Un (Tn) = 0, (a)
Y (T) =11, Y2 () = T2, - yn (T0) = 14, (6)

Te XOTA OfHO y, =+ 0,

Ilpu erom n Hpeanonaraio, 4ro KosuIMeHTH an(z), a,(z) aBasorca
1) B cmyqae Bemecrennoi TepeMeHRO} = HeNpephIBHLIMY dyrrmuamm ua
SAMKHYTOM KOHEYHOM OTpe3Ke, 2) B ciryuae KoMmnekekoit IlepeMeHHo aHa-
JIUTHYECKU MM QYHKUMAMI HA IITOCKOI OT'PaHMYEHHO U 3a MKHYTOM 06IacTH.

InasuevM pesynnmatom sroit PaGOTH ABIAETCA TeopeMa: cHeTeMa -
depermmansHRx YPaBHeHNH 2) MMeeT TONLKO TPHBMANLHOE peilteHne ypo-
BIIETBODAIOIIEE YCIOBMIO a), eciut RHAMETD h BEITYKIOro mHOmecTa E,
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1 .
Coneprxaumero Toyku g,, Ty . . .Tn, MEHBLIC Yep 7 TRe p — HaW ¢ ompUIMIL

HeoTpHuaTeNbHRE Kopens, XAPaKTePHCTHYECKOrO ypapHenus [[rd—M||=o0.
Ilpn aTom E.sde:m. SIIEMEHTHL KOTOpOif CyTh E@nsﬁmﬁmez HA MHO-
mectne K. .

ITOT pesympTar 7 IpUMEHNT K AOKAZATENBCTBY NPyrUx TeopeM, Kacaio-
IHXCA sHIlle TAHHBIX NPOGiIem (1) 7 (2) ¢ yenopusmm a), 6) npu 1) u 2).

Pesynprarw sroi PaGOTH MOKHO pUMenmTS, B ANA nalee oGuieif cucremur
nuddepeHnmEanL B YPaBHeHuit B Bupe

ye ”\..AQ.: Yoy ..., m\av» i= Hu Nu s,

rre QyrKuny f; CYThb HeNpepLIBHHE Ha 3aMKHYTOIl ofnacry (n+41) — mep-
HOro mpocrpancrsa 1 nmeror TaM HENDEePHBHEE IepBHe yacTHELe pous-
BONHEIe,
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