JAN CHRAPAN

LAGRANGEOVO TUHE TELESO

Pohyb Lagrangeovho tuhého telesa je sféricky. OkamzZita polohu
(a okamZity pohybovy stav) telesa méZeme uréit Eulerovymi uhlami, ktors
dostaneme riefenim systému Eulerovych diferencidlnych rovnic tuhého
telesa. Toto riefenie vedie pri uhle nuticie na Jacobiho eliptické funkcie
a pri uhloch vlastnej roticie a precesie na dva eliptické integraly tretieho
typu. Argumenty a moduly tychto integralov st rovnakeé, ale parametre
nie. Vyjadrime preto tieto integraly I-funkciou, definovanou Jacobiho
transcendentami druhého a tretieho druhu, potom ich transformujeme
(zavedenim dvoch novych I-funkeif) na vyrazy, v ktorych okrem argu-
mentov a modulov st uZ aj parametre rovnaké. Nakolko potiatoéné pod-
mienky obecného pohybu Lagrangeovho tuhého telesa vedd na elipticke
funkcie s imagindrnym modulom, prevedieme transforméicie dzétafunkeii
a omegafunkcii na funkcie s redAlnym modulom. Parameter zavedenych
I-funkeii je viak tieZ imaginirny, preto vykonime transformacie dzéta-
funkeii na funkcie s reidlnym argumentom. Pri uhle precesie nahradime
dzétafunkcie eliptickymi integralmi prvého a druhého typu a pouZijeme
Legendreovu reliciu. PretoZe argumenty thétafunkeii v definiénych vy-
razoch omegafunkcii st komplexné konjugované ¢isla, uvaZované omega-
funkcie s imaginarne hodnoty, v ktorych vystupuje cyklometricka funkeia
arctg s redlnym argumentom. Pomocou nekoneénych thétasudinov vy-
jadrime omegafunkcie velmi rychlo konvergujtcimi radmi. Uvedenymi
opericiami dostaneme vzfahy pre Eulerove uhly v takej forme, v ktorej
sa méZu pomerne I'ahko aj numericky vyeislit.

V matematickom tvode odvodime potrebné transformacie a vyjadrenia
(rozvoje) Jacobiho transcendent druhého a tretieho druhu; zavedieme
H-funkcie a odvodime niektoré ich vlastnosti. V dalgej casti prevedieme
rieSenie systému Eulerovych diferencialnych rovnic Lagrangeovho tuhého
telesa s vysledky vyjadrime Jacobiho eliptickymi funkciami a transcen-
dentami druhého a tretieho druhu v tvare zavedenych I-funkcii. Nakoniec
uvedieme niektoré vysledky, ktoré vyplyvaju pre nutécin, vlastnu rotaciu
a precesiu Upravou obecnych vztahov a vyriefime konkrétny pripad
pohybu. .
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1. Jacobihe transeendenty druhého druhu (dzétafunkeie).

a) Definicie:
Definujme funkcie

Zo(v,%) = %m log P:A%m_ NWV - ahc log Ou (0, %) = NWH Mmu ”W ;
Zon (0,7%) = 75108 Do, 1 57) = g og By (0, ) = Senle)
Zyy (0,%) = 2 log ?Amwn, NWV =L 1og 6, (v, %) = Mhm“w ;
Zyo (v, %) = m&msmw@.SA,MW“ ~Wiv ”M&u_ﬁﬁ@s (v, %) ”Nﬁw“’uﬂw ’

v ktorych symboly

@.SAwlcN, N.W.‘v“
¢8Awlwlmg mml,Mmhvw
?NA%, NWM :

znamenaji Jacobiho thétafunkeie

@.E. A.Nw dv = M-«A‘.Hva . m.?:an . Qs..a.a.ma .

= —a

-

S iarht  iag-2h
e - e ;

.w.oc A.H« dv

= ||

= emaq

¥y (z,1) = —i - M.ilsg . w@.aq.?+wvw. ms.an.ﬁ~.+:w

hA=—w

o . o P
.@.S A.\N. dv ”w... > ﬁﬂaa.?.f ) A aaua ﬁg.*.t.

argumentu x = wlw.? modulu 7= N.W\J kde K a K’ st konitanty periody
Jacobiho eliptickych funkeii (Gplné eliptické integraly prvého typu).

Funkeie Zy, (v, %), Z4, (0, %), Zu1 (v, %) a Zy4 (v, %) st Jacobiho dzétafunkeie
(transcendenty druhého druhu). Argument v a modul se tychto funkecii
mozu byt lubovolné &isla.

b) Transforméacia dzétafunkcii na tvar s real-
nym modulom:

Ak je modul % imaginarne &islo x = ik, moZeme dzétafunkcie trans-
formovat na tvar s redlnym modulom, ked pouZijeme thétafunkcie s mo-
dulom zvad¢senym o 1. Tak dostaneme

r O (v, ik B4 (U*, ke .
Zon(0:%) = Zou(o, ik) = gl = Eol00) 7 0 k). (L)
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V tomto vyraze je novy argument v* = 2K* - , realny modul k =

‘ —Ellaﬂ
=

a konstanta periédy K*, ktord patri k reilnemu modulu k.
Analogicky mame

__ ®n(e, ik) Q_M.

- Qﬂﬁcu :lnv Y

Zu(v, %) = Zy (v, ik) BNz et ). (1)

e * -0, (%, k)
¢) Transformaciadzétafunkciinatvarsrealnym

argumentom:

Ak je argument v* &islo imagindrne »* = i«, méZeme previest trans-
forméciu na redlny argument podla vzfahu

. . VK'Y cdn(a, K T ,
Zo (e, J) = i- _“.m.iea:vﬁ?m\w L sk —Zalak L :

Pre dalsie dzétafunkecie dostaneme
Zoo (la, k) = Zy (ia + K, k) =Zy[i(a — iK), k] =

sn(e—iK, k') -dn(a—iK, K in-(a—iK)

=1 —_—

+~..Nc_.A'R+ N..Nu\ﬂv =

cn(oa—iK, K) LK K’
=i Aaa\wwaaﬂa By T i N.qum\ — Ly (k) =
=t ?,QMWMMWS ®y g — Aawm‘me.:aﬁ? O i Zy (o, k) =
= ik LR — SR — 1 Zu (6 K);
Zn (i, k) = Zy (ia, k) + e nlinl)
=i Aﬂuawwmwﬁmau =5 £ umﬂmomm\ — i Zg (k) —i sn Aa_&\wv@wﬂe. Ky =
= = TR — e~ Za ()

. . . sn(ie, k) -dn{ia k)
Zyo (i, ky=124 (te, k) — n:.?.ofkv I

7 14 . t o Nﬁ\v
sne, k') -dn{x, k') .o mE& . n__ s, sn(x k) Q:\?: —
’ en (o, k) —UskR ¢ Zou(o k') — i cn (o, k&)

=1

=i g — i Zy (k).
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d) Sudty a rozdiely dzétafunkecii:
PouZitim odvedenych vysledkov vychadzaja vzfahy

Zoo(ia, k) + Zy, (i, kY = ik2. 52 (o, k') - en (o &)

dn (e, k')
_ .o k) dn(e, k)
sn ﬁﬁu k\v 11" Nuwk\ M~ .NQH AQJ anv 5
N mpuNﬁll ~9Nﬁl 2., Q\mv QDQW A9<>\ - d ’
oo (1, k) — Zy (io, k) = ik s J g %zwa“ M\Ma,fu
= Fs cn (e, k') .
snio, i) - dn (@, k) ° (1,3)
Zoo (i, k) — Zy (ia, k) = jp2. 52 (o, K)-cn{e. k) . =«
dn (o, i) T U3kK T

— 7 Ly — 5. 0o k') -dn (e, 1)
U gy (&, k') — & T L 5 CQQ+~ Zorla, k) =

- k. 5n (e, k) < en e, k') ;.5 (o, k) - dn (& k')
dn (e, k') cn (o, k) =
= — 2. snfo, k)
cn(o, k') dn (e k) ? (L,4)
Zy (ia, k) — Zyg (ia, k) = — . CL&K) dnfoa k) . e
sn (e, i) TUVRKR T
~ i Zuw k) i g i 2y () = — i DI k)

sn (e k')

e) Zavedenie elipticky 3 . .
druhého typu: & yeh integralov prvého a

Ak v prvom vzfah -
anm~,£m~ vztahu pod d) nahradime dzétafunkciu Zy (a, k') eliptickymi

Zy(o, k) =E(e k) — £ .4
a potom pouZijeme Legendreovu reliciu

EK' + E'K — KK =,
dostaneme

Zoo(la k) + Zyy (i, k) = jk2 .50 (o, k') - en (o, &) on (@, ') - dn (e, )

dn (e, I') v sn (e, k) -
lS.Tu?SJ p.Tlmz

Zavedme oznadenie

sn Aﬂvwﬁ\v = = mmdﬂn
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_.@Oﬁos bude
& it 14 p
« ¢ ’
= = _— e = F ] k 1.6
m\r.: m\A = A b v. A ) V

— ) (1 —k2-?) #\_Ic\ms.m_:ne
kde pre argument ¢ plati
¢ = arcsin [sn (&, k)] . (1,7)

Na zaklade toho je uvaZovany sudet
g, SN (0, k') - en(o, k')

Zoo (ta, k) + Zyy iz, k) = 1k — dn@ iy T
. cen(a, ') - dn(a, k) . 1
S - [E(e. ) = Fe.k)-(1 )

2, Jaeobiho transeendenty tretiecho druhu (omegafunkeie).

a) Definicie:
Uvaiujme funkcie

Q 1 T ——

Ssqc“sv|wn.~om% +M.HWu

\ l‘llH mBO N .

muoc QMFU& b3 .~O® ll!blm.z.M“ .TM.“W.
Q =1 8, (n—nv,

u (M, 0,%) IM._OW%HMW“

patriace k Jacobiho transcendentdm tretieho druhu (k omegafunkeciam).
Argument % tychto funkcit, ich parameter » a modul x mdZu byt T'ubo-
volné ¢isla.
b) Zviasienie parametra funkcie Q0 iK' :
Zvadsenim parametra v omegafunkcie Qy (7,v,%) o iK' dostaneme

— - 4
?AELV

— 1 2K
Qo (n,0 + iK', %) = 5 - log o (AFoFiK VT
n—uv =
e L log ?L 2K !M.,av =
R n4¢v 1 |.
?A 2K +..M,aV
T (F-3)
A € o KA ok
=~ log . = =-log +
2 in (za—e_z) T 2 n+v
i ?Asﬂwmc}v 7 T ¢=A 2K .av
..TN WHHWNW“ HHA.QMCQXV+~ IMMHW~,W Awnﬂv




¢) Transformécia omegafunkecii na tvar g real-
nym modulom:

Ak je modul x &islo imaginirne x = ik, méZeme previest transformdciu
na modul redlny, ked pouZijeme thétafunkcie s modulom zvédienym o 1.
Tak dostaneme pre Prviu a tretiu omegafunkciu

. iy L Ou(n—w,ik) _ 1 Boo(w— v*, k)
Qo (1,0, iF) = 5 log Ou(1Fv,15) — 2 18 G oy =
= muoo ASM GJN& ) Awuwv
Q 1k ”lHI. QEA.J,G‘N.MV |||I~.. avﬂ.O_ :éll@*.\nv o
E??eva v 2 momwﬂﬂdl_lc“:mvlw ~Om. p.ul.a. - -
e * <04 (w 4 v k)
= Qy (w,v*, k). (2,3}
V tychto vysledkoch je novy argument w — 1-V1 + & a novy para-
meter v*l= 2K* -z, kde je 2 — -V - realn dul je k = 4

a konstanta periody K*, patriaca k redlnemu modulu kl

d) Vyjadrenie omegafunkcif w°b<m~.mmbnb%5m
radmi:

m.mwm je parameter o* imagindrne &islo »* = ia, uvaZované omegafunkecie
maji pre redlny argument w charakter cyklometrickej funkcie arctg.
Podra definicie je

s AE'MQ
1. 8o (w— ia) 1 “\ 2K
@oe Asn~9v\ﬁvll B) mom QMMAS+~RV ”lNI.mOW. . ASI_IN.R s
[:[1] M.Nﬁ

ked modul t thétafunkeie Fo0 Amwﬂﬂmsuav nevyznatime a ked konstanta

periédy K patri k redlnemu modulu .
Vyjadrenim prisludnych thétafunkeii v definiénych vztahoch pre posledné
dve omegafunkcie nekoneénymi sudinmi dostaneme

w—ial = Y T - —1. W —
&Lr!wk T\.mua —q v.w.mH?Ll: P42 g1 cos Ew év =
”m 1 — 2.1 4h—2 2h—1 nw _—
uuyA 77) mﬂTx_[m +2q ?Ommm oog:m.*.

X 1] @ T .
+i-sin % °sinh vmz lvaﬁ — QNJ :

m TJTQQ_INIT
=1
+wmﬁ.|~.8mm~%.oogwlwu_.m.wmilu.mm:m%.mm:mwvﬂ

“mﬂfﬁ..s L igh) .
= g -0,

28

podobne je .
Yool “) =T — ™) Tip(ty -5,
h=1

2K it
kde p(h) znamen4 absoliutnu hodnotu jednotlivych &initelov nekoneéného
sucinu, zavisla od produkéného &isla k a ¢(h) sit ich amplitady, pre ktore
plati

wmﬁlu.mmsg -sin B 2%
p(h) = arctg X 2
I g**=2 4 9281, n%a&lmc. OOerM

Pouzitim tychto vysledkov vychiadza

wnmvlw.mmamw.mmcbﬁ
Qoo (w, i, k) = i M.M:.onm 4 X
oo (W, T2, k) = 7 - S s
h=1 4h—2 2k—1, X i vne %
14 ¢ +24q €os V74 oOu:N
Parameter ¢ thétafunkcii v odvodenom sidte je
N\
-—r
g=e % (2,4)

nakolko modul k je &islo realne, parameter ¢ je tiez realny.
Analogicky mame

-3 AE.IE
. 1 "\ 2K
DwﬂAS.aﬁJ E ”I,M.._Om w+ il =
i ry-a
b 1 .
Ty Flw—ia) = — M. T o(h . dPM
1 24 sin ———= \.MHC ") N.nuv?v € _
TR ‘m(wtie) @ ony . © 0
4.6in 237 L1 o(1— - h)+e™
2¢* - sin 5¥7e \.uuﬁ 77) aumi )
. n(w— ia) i MW —ia)
sin ———— o . Sin
1 2K g | _ 1, 2K
1. — =5log ———————
=g log o (w4 ia) amsa 2 %8 =iy *
ki sin
2K LS

+i-Xo (h).
h=1
Pre prvy ¢len po prevedeni goniometrickej funkecie stiétov na sudet
funkeii

. mw T iw) s mW LA Tw . e o Fie
SIN 5 = 8in 5z cosh 5 Fi-cos 5 sinh5 = R-e 5
a po logaritmovani bude
.o m(w—ix)
SN ———(—— —iP
R- .

P;omlw{k.zﬂ.ﬂéomL@IHINGH
2 - (w4 ia) ) R-et

® 2K

= —{-arc ano.am wm.nm} m& .
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Pre urdenie druhého &lena mame

w(w— ia)

1 —24¢** cos " +¢*t =

L2 2h nw 2h . TW . T
=144"—2¢" cos N.Smrll~ 2q *Sin - -sinh -
z ¢oho je
—2¢%*.sin T si =
¢ (h) = arctg i A .
HLIQ&FIINQN# ._.nsu ki1-4
K K
Spojenim tychto vysledkov vychadza
. . ww o
Qu(w,ia, k) = —i-arc tg Tonm 3K QH +
—2¢*esin E¥ sinn =%
2g*%«sin 74 sinh 74

" a
+ 1 am.gmno_um Fw. e
K "%t

14 Qt_,wmma.o%

e) Vyrazy pre stiéet a rozdiel omegafunkecii:

Utvorme vyraz pre sidet a rozdiel uvazovanych dvoch omegafunkeii.
Sucet je

oo, i, k) + Qu(w, i, k) = — i - arotg [eotg 22 tgh ¥ o] +
P TIC»IH.va.mS " sinh T
+i-2 arctg K i : (2,5)
h=1 (—1)—1.2¢h. cog MQ.SQNI;+ 14+ g%
Pre rozdiel dostaneme
. _ A dn(w—ia, k) 1 sn(w—iak)
Soo (, i, k) — Qu (w, ia, k) = o log dn(wFiak) 2 8w T et =
dn(w—ie, k) sn{w—ia, k) ¥
.IF.._O sn(w—iak) IM.._ dn{w—ie,k) =) _
T2 % g Liar — g log sn(wyiak)
sn(w+-ia, k) &:Te._:;vwv (Y
. laIH.Lo cn(w—in+ K, k) - en(w+ K—ia, k)
T TR S w T et B STen(w+ KL in k)

— |..~1.~o QlSlTB.n:An.w\vuTN..h:ASITNV.Q:AS..TNQ.uﬁ?l&.Q:?,\mv!
2 mn:?eu_..mé.az?“k\vlm.mzasleé.Q:AEITNQ.u:?_a\v.&:?i&l.

Y J—— sn(w+ K. k) <dn(w4 K k) - sn{a, k') - dn (e, i)
S cn{w-+ K k)« cn (o, k) -

snle, k') - dna, k') - cn{w, k)
enfa,ic’) < sn{w, k) - dn(w, k)

=i -arctg {2,6)
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fy Derivacie omegafunkecii:
Derivovanim omegafunkeii podla argumentu w dostavame

= o+ [log By (w — iw, k)] '@ —

Q@ (w, i, k) = W._H_om Salw—lnk) mn_SH_ss

Oy (w- i k)
1 2:?25'5 k)
2 Oy (w—ia,k)

185t w i k)
- =

8o (w1 1w, k)

- ul. Eom.@.uls + e k)] =

: Nis —ia k) — 3 Zo(w + io, k) ; (2.7)

7

Q0 (w, e, k) = Tom ool — [&, SH‘@I 5 [l0g By (w — iax, k)] —

O (w + i, k)
1 6, ™ (w—ia,k) 04, (w4 ia, k)

— 5+ [10g8gg (w + iar, k)]0 = L. OO0 —iw k) 5 O I fak)

2 Ogo(w— i, k) B (w+ in, k)
= 5 Zoo(w — ia, k) — - Zog(w + iw, k) ; (2,8)

’ n(w— e, k)]’ 1 . )
QL (w, i, k) ll.ﬁ_omiu = 5+ [log 8y (w — ia, k)}® —
oy L Ou@(w—iak) 1 6,®(w+tiak)
Il,zomwn?c + 1o, k) = Op(w—ia k) 2 On(wLick
=g+ Zu(w — i, k) — - Zy (0 + ia, k) . (2,9)

Utvorme dalej stdet a rozdiel tychto derivacii
Qoo™ (w, i, k) + Q40 (w, ia, k) =
= I.RNSAE —ia,k) —Zoo(w + i, k)} 4 {Z(w — ia,k) — Zyy (w + ia, k).
Pre zvlaStne hodnoty argumentu w vychadza

[Qoo™ (w, ix k) + Q) (w, ix, k)] = — [Zgg(ia,k) £ Zy(ia, k)] ; (2,10)
]

(900" (w, i, k) + QU (w, ia, k) [Zo (ia, k) £ Zy(ia k)] (2,11)

I (.——l

= -
3. II-funkeie.
a) Definicie:
Podla Jacobiho oznadenia
H—S.Adu v, Xv =%" NST& .x.v o @en?‘? v, Xv
zavedme funkcie
Hoq (m,0,%) =1+ Zgg(0,%) + Qg (1, v,%) ; (3,1)
oy (n,0,%) =7+ Zy (v, %) + 4 (1, v, %) . (3.2)

Argument 1, parameter v a modul x tychto funkecii mou bytTubovolné
¢isla. :
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b) Transformacia Oy-funkcie zvic¢Senim jej para-
metra o iK'

vve

Ak sa zvads parameter I,-funkcie o hodnotu iK' budena ziklade (2,1)

Oy (n,0+ iK', %) =1 Ly + iK' %) 4+ Qy(y, 0 + 1K' %) =

=% Zu(,%) =i 55+ Quon) i L i E =
=7-Zn(v,%) 4+ (7, v, %) 4 ~lmn. = Iy, (7, v, x) + N.m. . (3,3)

¢) Transformacia HO-funkcii na tvar s realnym
modulom:

Nech je argument 7% &islo redlne, parameter v a modul x = ik nech su
imaginarne &isla. .
PouZitim vysledkov (1,1); (1,2); (2,2) a (2,3) pre transformaciu imagi-
narneho modulu dzétafunkcii a omegafunkeii dostaneme
oy (n, v, ik) = Thog(n", v*, k) = Myg(w, v*, k); (3,:4)
Iy (0, v, ik) = Ty (n*, 0*, k) = Tl (w, 0*, k). (3,5)
Novy argument #* = w, parameter v* a redlny modul % st rovnako defi-
nované, ako pri transformécidch dzétafunkeii a omegafunkeif.

d) Derivdcie H-funkecii:
Derivécie II-funkcii podla argumentu w buda vzhladom na vysledky
(2,7); (2,8) a (2,9)
HHM.-..—ASv ?cu ~.R~ Nnv ==
= Zu(ia, k) + 5 - Za(w — ia, k) — > - Zy (0 + ia, K);
d&o?& A.Su mRv Nnv =
= Zon(i%, k) + 5 - Zog(w — iw, k) — - Zoo(w + ia, k);
 IGO(w, ia, k) =
= Zy(ia, k) + 5 - Zy(w — ia, k) — & Zu(w + ia, k).
Stcet a rozdiel tychto vyrazov je
HHmoAsv ch ~.Ru Nnv H HHu\..—Asu AE“ ~.Rv kv == mNaoQRM 5 H NU_HAN.QJ k.v“_ xT
g oo — i, ) £ Zy (w0 — i, )] — - (Zoo 0+ 0, ) & Zyg w0+ i, )]

Pre $pecialne hodnoty argumentu w vychadzaju z nich v sthlase s (2,10)
a (2,11} vysledky

Mg (w, ia, k) + I (w, ia, k)] = 0; (3,6)
w=0

[Mge*Nw, ia, k) 4+ ;™ (w, ia, k)] =
w=K

= [Zoolio, k) — Zoy (i@, k)] & [Zyy(iw, k) — Zyo(ia, K)].
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Ked pouzijeme vzfahy (1,4) a (1,5), bude
mH—chsuAEq ~.R~ Nnv HW mHMHASVASq ~.R¢ N&”_

w=K

s sn &, k') . cno k') -dn(a, k')
= — 1" Nnu G]f#ﬁ Aa“ \nd.ﬁz Aﬁsb...sv MH l M.:Ag. \n\v B AMW«.NV
e) Vyjadrenie Hy-funkcie v tvare integralu:
Na zaklade relicie
1 1
Za(v, %) + 7 Zaln—v,%) — 7 Zay+v,%) =
__ ¥ -sn(v,x)-cn{v,x)-dn{v,x)-sn*(y, %)
- 1—u2-3n2(p,%) - sn2 (q,x) -
= I (5, v, x)
integrovanim dostaneme .
7
_ [**-sn(v,%)-cn(v,%)-dn(v,x) - sn? (n,%) - d7y
T (n, v, %) I..\. 1—x*- sn® (v, %) - sn? (q, %) ?
0
z ¢oho je
sxu ~sn?(v, %) - sn?(n, %) - dy .
1—x2-sn2 (v, x) - sn%(n, %)
Q
. sn (v, %) . ~
T en Acu sv -dn AF ..sv H—SAJ, v, Sv. Aw,wv

4. RieSenie Eulerovho difereneidlneho systému.

a) Definicie:

Lagrangeovo tuhé teleso spliuje podmienky:

«) jeden bod telesa, leZiaci mimo hmotného stredu telesa, je pevny;

B) elipsoid zotrvadnosti telesa so stredom v pevnom bode telesa je
rotaény s pélovou osou prechadzajucou hmotnym stredom telesa;

Y) teleso sa roztodi okolo tejto pélovej osi v homogennom silovom poli.

Zavedme v priestore pevny ortogonalny pravotodivy systém osi siradnic
{z,y,2) s jednotkovymi vektormi (7,],k), a s telesom pevne spojeny
ortogonalny pravotodivy systém (', y’,z) s jednotkovymi vektormi
(#, ], ¥) tak, aby spoloény poéiatok obidvoch ststav bol v pevnom bode
telesa.

Hmotny stred telesa nech je na osi z’, vo vzdialenosti s od pevného bodu
telesa.

Os z pevného systému osi suradnic zvolme tak, aby bolo k = — §°,
kde g° je jednotkovy vektor intenzity daného silového pola. Ak je hmota
telesa m a intenzita silového pol's g, hybna sila myg, ucinkujuca na teleso,
posobi momentom sily

M =[sk, — mgk]
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Vv smere priese¢nice rovin (z, y) a (z’, y'), ktora je uzlovou priamkou telesa,
danou jednotkovym vektorom .

5w _ s <
W= CsQ —y -sing =14-00S¢ + j-sing,

kde ¢, v, (%) siu Eulerove uhly.

b) Kinematické rovnice:

Pohyb Lagrangeovho tuhého telesa je rotaény okolo okamzitej osi

otadania, prechadzajicej pevnym bodom telesa, danej vektorom okamzitej

uhlovej rychlosti ®, asove premennym v.-telese i v priestore. Vektor @
mdZeme vyjadrit anholonomnymi-slozkami v systéme (z', y', z) v tvare

O=p-i+qg7+rF,
alebo holonomnymi Eulerovymi slozkami rychlosti v tvare
® = (3%, + ¢k) + ¢F = (Y cosgi~t dsingj + GF) + ¢k =

= (¥cospi” ~ §sing;’ + ¢k') + HE.

Cast v zatvorke je premenny vektor v systéme (z, y, z) resp. (2, ', 2').
Porovnanim obidvoch vyjadreni
P¥ + gj’ + rk = $cospi + $singj + ok + ok

vychadzaju kinematické rovnice

p = ¢ -sind - sing + ¥ - cos;

¢ =@ -sind - cosg — § - sing; (4,1)

r=g-cos¥ + ¢;

I

alebo tieZ
aHu.mﬂz.e».we.oome.
i sin® ?
¢=r — (p-sing + g - cosy) - cotgd;
§ =p-cosp — q-sing. v
c) Eulerov diferencidlny systém:

I

Eulerov systém diferencialnych rovnic pre Lagrangeovo tuhé teleso je
A-p +ﬁﬁ.l\_v.e.sngmfﬂu¢.8mﬁ
A-¢+(A—C)-r-p=—mgs-sin® - sing;

C-r=90,
kde A a C st hlavné momenty zotrva¢nosti telesa vzhPadom na osi jeho
elipsoidu zotrvaénosti, ktorého stred je v pevnom bode telesa.

-Z tretej rovnice je

A C - r = konét.,

teda r = r, = konst. Rota¢na rychlost (relativna) r okolo osi z’, pevnej
v telese, a nasledkom toho aj slozka momentu hybnosti G,, v smere osi z’
st hodnoty stale.
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d) Eulerove slozky rychlosti:

Nésobme prvi Eulerovu rovnicu hodnotou p, druhé hodnotou g a sti-

tajme ich, dostaneme .
A-(pp + qd) = mgs - sind - (p - cosg —q- sing) = mgs - sin¥ - §,
z tohto vztahu integrovanim mame
3 A-(p*+ ¢ = — mgs - cos$ + ¢,
kde ¢, je integraina konstanta. ;

Pre potiatotny stav pohybu (# = 0) pri uhlovej rychlosti @, = 7, je
Po = o = 0; v désledku toho konitanta ¢, je ¢, = mgs - cos ¥, kde &,
je uhol medzi osami z a z’ na zadatku pohybu.

Ked s¢itame druhé mocniny prvych dvoch kinematickych rovnic (4,1),
vychadza

bm + Qm = §2 + sin2$ - %ﬁ
na zaklade toho je
A - (32 + sin?$ - §2) = 2¢; — 2 mgs - cosd. (4,2)

Moment sily M je kolmy na os z, preto je jeho slozka v smere osi z:
M, =0 a v désledku toho je slotka momentu hybnosti G v smere osi
z konStantna -

|Gl =A-p-( B+ A-qF - B)+Cory- (F-F) =
=A "psind-sing + A - ¢q-sind - cosp + C - ry- cos® = kont. = ¢,.

Pre potiatoény stav pohybu (f = 0) je p, = 9o = 0, preto plati ¢, =
= (- 1y - cosdy.

Z kinematickej rovnice (4,1) pre ¢ je

p-sing + g - cosp = sind - ¢,
resp.
A -sind - (p-sing + ¢ - cos9) = A -sin2y - ¢.-

Porovnanim tohto vyrazu so vzfahom pre slozku momentu hybnosti G,
méme

A-sin?¥ -9 =c¢y — C-ry-cosd. (4,3)
Vylaéenim hodnoty ¢ z relacii (4,2) a (4,3) bude
§2 - sin?% = sin?d - (« — a - cosd) — (B — b - cos )2,
kde konStanty «, a, 8, b su

2 2

@ ==, =28, (4,4)
[ _ Cr

== b a2, (4,5)

Vzhladom na vyrazy
¢ =mgs - cosdy,, ¢, = Cry-cosdy je a=gq- cos¥y, B =10 - cosd,.
Zavedme substiticiu

cost = u, (4,6)
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takze je
—sind-¥=1a
dostaneme
=(l —u? (2 —au) — (B — bu).
Z rovnice (4,3) mame

. B—bu —

p=T—r=b-P (4,7)
a z tretieho vzfahu (4,1) vzhfadom na r = r, vychadza

$=ro—b-u P, (4,8)

ked sme zaviedli oznagenie cos$, = u,.

KedZe je vyraz pre 2 tretieho stupiia, cos & = u je eliptickou funkciou
¢asu. Oznaéme ho

i = (1 — u?) - (« — au) — (§ — buj=f(u). (49)

.¢) Rozbor funkcie (4,9):
PrepiSme funkciu f(u) do tvaru
f(u) = (1 — u?) - a- (cos$y — u) — b2 (cos¥y — u)? =
=(1—u®-a-(uy —u)— b (4 —u)? =
=(y—u)-fa-(1 —u?) — b (g — u)].
Hodnota u, = cos$, je nulovym bodom funkcie f(u), preto moézeme
pisat
f(u) = (uy — u) - g(u),
kde g(u) je kvadraticky trojélen
g(u) = — au® + b*u — (BPu; — a). {4,10)
RieSenim rovnice g(u) = 0 vychadza

b +Vo* — dabu; + 4ot
Eu» 2a *

Diskriminant tejto rovnice
D =}t — 4ab’y; + 4a?
je najmensi pre u = 1. Vtedy je
Diig = (b2 — 2a)2 =
kedZe je a > 0. Preto plati obecne
Dz0

a rovnica g(u) = 0 ma dva realne korene.

Funkcia f(u) ma teda tri reilne nulové body. Je racionalnou celistvou
funkciou tretieho stupiia s kladnym koeficientom a > 0 kubického &lena.
Preto pre argument u rastici od —  do + ® sa menia hodnoty funkcie f(u)
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0d — ®do + . V bodoch u = 4 1 je funkcia f(u) zdporna Aw:wmmso sa
rovna nule, ak by sme pripustili hodnoty u, = + 1)

[f(u)] = — b (u, — u)? < 0.

=41
KedZe pre u = u; ma f(u) nulovy bod
F@p =0
a v tomto bode je jej derivacia zapornej hodnoty (alebo sa rovna nule,
ak by bolo u, = 4- 1)

[f (u z = —a-sin®§, <O,

v intervale (—1; +1) _mw& jej dva nulové body, o ktorych plati u, > u,.
Treti nulovy vom ug leZi mimo intervalu <—1; 4-1>.

Pre u; > 0 si hodnoty u, zdporné u, < 0, alebo sa rovnaji nule u, = 0,
ak je absolutny ¢&len rovnice g(u) = O zdporny a > b?u,, resp. rovny nule
a = b*u;. Ak je absolitny &len rovnice g(u) =0 kladny a < b2y, sa
hodnoty u, kladné u, > 0. Pre u; = 0 je absolitny ¢&len rovnice g(u) = 0
vidy zaporny. V désledku vztahu u, < u, je potom aj hodnota u, zaporna.

f) Vztahy medzi korefimi rovnice f(u) =0:
Upravenim vyrazu f(u) dostaneme
flu)=(1—w)-a-(t —u) =B (uy —uP=
= au® — (* + awy) - u? + (2b%u; — a) - u — u, - (B®y; — a).
Pre rovnicu f(u) = 0 z toho vychadza ‘

ud — Avﬂ.nj_.:pv.:ml*r Aw. = cuy — L U — Uy A% uy; — Hv 0.
Zikladné symetrické funkcie korefiov tejto rovnice st

b? ”
=~+=N+=anln|+=r )

b2
=~.zm+:~.=w+=m.=m”w.|m|.=~|~

b2
H.zm.:a“S.Alnl.El&

Z nich dostavame

uy + uy = o, (4,11)
Uy~ uy + Uy Uy — up Uy =1,
Uy - ug = lmmm cuy — 1. (4,12)
Pomocou tychto vysledkov méZeme odvodit vzfahy
(14 ) - (1 — ) = (u — ug) - (5 — uy); (4,13)
(L4 uy) - (1 —uy) = (uy — uy) - (ug + uy); (4,14)

(ug + 1) - (uy —1) = (43 — ) * (u3 + uy);
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(L4 w) - (1= wy) = (ug + 1) - (g — uy); (4,15)
(1 —w) - (1 + uy) = (ug — 1) - (ug — uy);
(1 4+ uy) - (ug — 1) = (1 + u,) - (ug — u);
(I =) (ug+ 1) = (1 —uy) - (uy — uy); (4,16)
(I +u,) - (ug + 1) = (1 + uy) - (U3 + uy); (4,17)
(1 —up) - (gg — 1) = (1 — uy) - (us + uy). (4,18)

Z relacie ug + uy, = :W“. > 0 vyplyva
Uy > — Uy.
Pre zdporné hodnoty u, je —u, > 0, preto je u; > 0. Pre kladné hod-
noty u, je uy, < 1, —uy > — 1, tedy je uy > — 1.
Treti nulovy bod u; funkcie f(u) je podla toho vidy uz > 1.

g) RieSenie diferencialnej rovnice & = f(u):
RozloZime vyraz f(u) na prvodinitelov
fu)=a-(uw—w)-(u—uy)-(u—u)=a-(uy—u) (u~—uy)- (ug—u).
Zavedme substiticiu
u —u = (4 —uy) B
Hu_,mml.oumz u; pre £ =1 je u = u,.
Dalej mame
u—uy= (U —Up) — (u —u) = (4 —uy) — (4, —u,) 8=
‘ = (u; —uy) - (1 — B);
ug —u = (g — uy) + (y —u) = (g — ) + (uy —u,) -2 =
= (uy — uy)-[1 + B 2epe],
Na zaklade tychto vzfahov je
flu) = @~ (u — )~ (ug — ) -8 (1 — B (1 + B e),
. — &y
Derivovanim vyrazu u; — u = (u; — u,) - & aJSﬁmmNm
; — U= (g —u)-2E-¢
Pomocou odvodenych vysledkov je

o \ Av H
mﬂ% 76 (U — ) (1 —8)- (1 —2- 8,

ked sme zaviedli oznadenie

Uy — U,
Uy — iy

= — %2

Dalsou tipravou mame

1 .vxllll. d§
-syalug — u -&N”
2 A 3 Hv A <A~|mnV.ﬁ~lxn.msv.

Tento vyraz je Legendreov elipticky diferencial, z ktorého vyplyva
mim:H Va (ug — uy)+1; x,_
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Modul = je imaginarne &islo

o= - «\Eu _ EN
Vu, — 5
Komplementirny modul »’ je ¢islo realne
x\ — .—\Eu — Uy w
Vus —
vadsie ako 1.
Na zaklade zavedenej substitucie u; — u = (u; — u,) - &% pre u je

u=u; — {u, —uy)* mznﬂw Va (ug — uy) - NWL.

h) Transforméacia imaginarneho modulu vo vy-
raze pre u:

Prevedme transformaciu imaginarneho modulu
.y . YU — U,
=tk = ﬁ..—\hiilpl..
Vu, — uy
na modul realny

I = k _Yu—u, 1 o

Vit  Vu,— 4 <~+ L — U

U — Uy

1<=~|=»._\§|:_”<=~|§Au

- .—\ﬁu — Uy .—\Ew — Uy <=w — U, Ahuﬂwv
dostaneme
u=u — (4 — U~ ﬁ.m&mﬁl.jm Nnu—
resp. po malej uprave
U, — U,
U= Uq —
’ —I.j .8 L (4,20)

Pre ¢as { =0 je u = u,; ak sa argument funkcie dn rovnd hodnote
konstanty periédy K Jacobiho eliptickych funkeii, je u = :»
Komplementarny modul k" ma hodnotu

r .—\E» —
il (4,21)
Odvodeny vysledok (4,20) prepidme do tvaru
—_ Us —
= Us — dnZ(w, k)’
z ktorého je ‘ .
dn2(w, k) = 22—, (4,22)

a— U
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Dalej mame

k-sn?(w, k) =1 —dn2(w, k) =
Uy — Uy u— u
“u.ll = ¥
U, — u u;— u
z &oho vyplyva
uy — u Ug — U,
M=»AE~ Nnv =2 % T3 .
u;—u u—uy’
cen®(w, k) =1 — sn*(w, k) =
=1 _th—u U—u _
Uy —u  uy— u,
Uy u—u
Ug—u uy— ug’

ch) Uprava vyrazu (4,7):

(4,23)

(4,24)

Vo vyraze (4,7) pre ¢ rozloZme posledného &initel'a na parcialne zlomky,

potom bude
s b Ju—u U —u
®=73 —+=+~.I:M_.

Pre menovatelov je
L+u=(1 Tuy) — (4 —uy) B =
= (1 +uw) |1 -t
L —u=(1 — ) +{y —uy) B =

=1 —u)-[1 + 5=2. 5]

~||5

Dosadenim do vyrazu pre ¢ mame
- b u—u uy—ul]_
elw..r._uz +3= Ll
— b, - (g — u,) - B2 + (1, — u,) - &
2 U —u u, — u
: 1 o)l —=r 2 —_— . 21 2,
( +§_T e e a—w T+_ls i
Substituciami

& =sn[5-Valu, — w) - %] = sny, %);

Uy — u .

h_+ SM = 2%+ sn?(ay, x);
U; — U,

I__IJWH — %% sn*(xy, x)

prejde vyraz pre ¢ do tvaru

b ﬁ %2 - sn? (o, %) - SN2 (n, %)

=7 ~|xu.m::9:xv.m:n§.x

%% - sn? (&%, %) - s1%(x, %)
)

I — %2 .w:n?;. %) -sn®(n, %)
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(4,25)

(4,26)

2l

VzhTadom na reliciu

di = Z-dn
Va (u; — u,)
je
b *x2-5n% (&, %) - sNn2{n, %) - dy lx?fm?wié:iéi.&.\Q-
aeH_\i.TI%.uaﬁa:i.mzns,ﬁ 1T —xt- s (6, %) - 512 (7, %)

i) Rie§enie diferencialnej rovnice (47):

Integrovanim mame

n n
®2-sn? (@, %) sn2(y, %) - dy

v [ —
eﬂ?Eulsv.r 1—»*-snf (o, x) - s 02 (7, %)
z ¢oho na zaklade (3,8) je

1—xt-sn?(wy, %) sn?(y, %)
0

*2- 513 (w5, ) - s7% (%, %) .&J "

b s nf ey, %) . _ sn{e,. x) . { 1l
¢ u.m?ullsv.r:?é.wif} Moy (%)~ g ey Do 0]
Ak do vztahu mdmm = %2+ sn?(oy, %) dosadime x® = — m — mw
dostaneme sn(oy, %) = — mmlm
Analogicky méame z relicie ~|.|I|W = — %2 sn%(a,, %),
1
sn®(ag, %) = PIE
Z tychto hodnét dalej vychadza ~
= +1,
cnt(ag, ®) =1 — sn?(y, %) = 1 4 B = Bty
: —u, _1+u,
dn?(og, ®) =1 — %2 - sn%(ey, x) = Iil _+=w :
us— U uy— 1,
en®(oy, %) =1 — sn¥(ap, %) =1 — 7'~ =_~ ===’
— 1—u
dn?(a, %) =1 — 22 - sn2(a,, x) = +.M~l Mnﬂ _I.Mw
takze je
- u, —u, |
sn (o, ®) =i Fieaal
Va, +1 .
cn ARE Xv = _\|“n—|||ﬂ.||ﬂ ’
V1+4u, .|
R\;R: Xv = 1—\~H|T‘|lq~| ’
—uy .
sn (%, %) = w.m|m|\.l|ww :
. Vu,—1 |
cn Aﬂnqxv”~.«\|~minlll|»ﬂ.
Y1 —u,
dn Aﬂn, 3v == ﬁl\l||m—|_l .
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Pouzitim odvodenych vztahov mame

sn (a,, %) Hm.d\:wls.EL.s.E.Ts
cn (a, %) -dn (e, x) Mt Vo, + 1V o,

..<=u+:~.:+5

== I

Vo, + 1TV Fu, -
Vzhladom na (4,17) a (4,11) koneéne je
e fa

sn (e, ) — Vu, — u, . ..«\n:umliznv
cn (o) dn (a,, x) Vag + u, t b : (4,27)

Podobne dostaneme

$n (ay, %) .l <§|5.E|15.§|§
(% %) drila g = ==V Uy
o) dnlay ) T T i Vg e T T

z ¢oho vzhladom na (4,18) a (4,11) je

E‘!' e .—\», 1 . ‘ -_—
GEAQnng.Q:ARN.XV = —1 .«\Mul_l[“u ”, —_—p h?&w ﬁuv. AA.NWV

Dosadenim tychto hodnét do vyrazu pre ¢ dostaneme

) b =1i- [y (y, %, %) + Iy (9, ay, %)].
J) Uprava vyrazu pre ¢:

Utvorme sudin
%2 - gp2 ARH. Xv -sn2? Aﬂm, Xv = {ty — u,) . ,AE»'SL . .:u:l u _
uy,— iy 1+ q 1—u
— (i — uy) - (u, — o) 1
I4+w)-1—1) ~ ™
ked sme vzali do ivahy vztah (4,13).
Z tohto stdinu vyplyva, Ze je

a0y =&, + (K"
Vzhladom na (3,3) potom je

¢ =Wy (7,0, %) + Ty (1, @ + K", )] =

= .ﬁms Ad“ &4, Nv IT ..—HH_. Adv %, Rv HW mm ) WH_.

Modul x je v wo:m#%or H-funkciich imaginarny. Transformaciami podla
(3:4) a (3,5) prejde modul % — % v redlnu hodnotu

Jp e k Vu, — u,

e Va—a b
a pre ¢ dostaneme
b= Moy (w, i, ) + Ty (0, i, B) . & -3} (4,29)
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Argument w po transformaécii je definovany vyrazom

. p - 1 oo {:..T «
w=7 Hd.ﬁr_-wnﬂ...\m .«\a?ulnuv.m._\llm !“ =

=+ Valuy —uy) - 1. (4,30)

Parameter ia je imaginirne ¢&islo. Pre povodny parameter o, je
_ 1+ u,

dn® (o, %) = 1+ g

Transformaciou na realny modul prejde a, v hodnotu ia, pre ktora plati

. _ 1 _1+u
(e k) = e ~ T s

Z toho dalej méme
k2 -sn?(in, k) = 1 — dn2(ia, k) =

”HllmlTEu”!lEuI:»
14+ u, 1+u,’
Tesp.
2 : = LU Us—U  Uy—u,
sn? (ia, k) = T T o I+ a,’
koneéne

en® (ia, k) =1 — sn? (i, k) =

”MITE&IENI =u+H

14+u,  14u’
Jacobiho imagindrna transformacia prevedie parameter iz na realnu
hodnotu «, ak pouZijeme namiesto modulu k komplementirny modul %'.
Tak dostaneme

o _VmTT 1
en{ia, k) = it~ en(m@)
z Coho je .
n_ VT+u
cn (a, k) = et D
a dalej

sn(e, K) =YT = ent (4, ) =}/1 - e ﬁm (4,32)

dn e, K) = YT = FE - sa, B) = |1 — Bt o

o u; — u V1+u o :
— Y. ). e L. . 4,33
ﬁ\u. u; 41 v:ur*lu A. v

V tychto a&wo&ow je mnmmEm:n a definovany vyrazom (1,6).
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k) Uprava vyrazu (48):
V rovnici (4,8) rozkladom

bude

. b Ju,—u Uy~ u
d=ro+ o [prE-a=t]

Ked dosadime za menovatelov vztahy (4,25) a (4,26) mame

h I (uy — uy) - §2 _ (4, — u,) - &

n.v =T+ 2 —
e B =y
L B |
Substitaciami

&= szw “Yalug — uy) - & xu_H sn(y, %);

u — u,

T¥g =% snt(u,%);
u—u
.—nl :—m = —x2-sn? AR&%RV

prejde vyraz pre ¢ do tvaru

&w

< b _H *2-sn?(a,, %) -sn?(y, ») *x2-5n? (&, x) s 502
=r L ) 3 23 S_unv
? a+w L — %2372 (a, %) -sn2 (7, ») + 1 —%2-5n? (ay, %) - s 1% (7,

VzhFadom na vztah

df — 2:dn__
.mm Ya (g — uy)
do = rod b st (e, %) sn2 (g, %) - dy
¥ = ol e [T e e+

*®2-snt(a, %) -sn?(n, x)-dy
+ 1 —x%2-sne ARN‘xv-%N-M Aﬁu svu_-

) Riesenie diferencialnej rovnice (4,8):

Integrovanim bude .

P=ro-1+

b KN
H x.«zu?cxv.uaug.xv.&a.*n

Va (u; — uy) v 1—x%-sn% (e, %) -sn2(y, x)

7
%2 - 512 (a0, %) - 512 (n, %) - dy
+ ’
(1]

1 — x%-38n2 (a,, x)-sn2(y, »)
z ¢oho na ziklade (3,8) je
g=ry-1+ b _r‘n sn (&, x)

Valu—ay

sn (a,, %)
+ cn aﬂu. u& dn AR..r .:.v : HHS.A*? &g, xvu.
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al

a (o, %) dn(x, %) - Hy (, @, %) +

Dosadenim hodnét (4,27) a (4,28) bude
o=ro b+ i-[ly(n a,x) — Hg(y, 2, %)].
Vzhladom na relaciu a, = a; + iK' podla (3,3) je dalej
¢ =ro 4 i-{Hy(m %) — Mg (g0 + iK', )] =
=ry-1+ «..THES. oy, %) — Iy (7, @, %) F i - W.H_

Modul x je imaginarne &fslo. Transforméciou podfa (3,4) a (3,5) prejde

v realnu hodnotu k = “E , a pre ¢ dostaneme
Ug— U,
eu:;+;aFiﬁa;TLf?iﬁsﬂm:&. (4,34)

Argument w je definovany vzfahom
H. P
w= 4 Val =) 4

parameter ia je imaginarne &islo, pre ktoré je

U — u,

sn? AmR. Nﬁv = — TTI:.
2

Pre hodnotu a plati (4,32)
i Yu,— u
sni«x, kY= lu“l.h.
(@, k) Vo
takZe je definovana vyrazom (1,6).

m) Vysledky:

Rovnice (4,20) v spojeni s (4,6), dalej (4,29) a (4,34) urduja Eulerove
uhly; st rieSenim Eulerovho diferencidlneho systému Lagrangeovho tuhého
telesa.

Uhol & popisuje nutaény pohyb telesa; ¢ je uhol vlastnej rotacie a ¢ je
uhol precesie.

Ak uréime pre dany &as { Eulerove uhly ¥, ¢ a rychlost & nutécie (5,3)
a precesie ¢ (4,7), méZeme z kinematickych rovnic (4,1) vypoéitat rychlosti
P 2 q. Rotadna rychlost r = r, je konitantni; rovnd sa potiatoénej uhlovej
rychlosti telesa.

Eulerove uhly &, 9, ¢ a vektor okamZitej uhlovej rychlosti ® uréuju
polohu a pohybovy stav telesa v danom d&ase.

5. Nutacia.

Rovnica (4,20) popisuje nutaciu telesa. Pre periodu tohto pohybu vy-

plyva z nej
T 4K

(5,1)
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5 . 5 T . .
Pre ¢as { =0 je u = u,; v tase l =3 je u=u, Pre das I =

;= ws.s

£
4

[u] _= = [u] _ — Vus — uy * Yuy — u,. 5,2)

="

?,m nutaény pohyb v ._mmdo_.g_:\%or Stvrtindch periédy vychadza

u — ur < Uur

< — Uy,

Py r 2

U Usr < Usr g,
4 ¢

V prvej a poslednej §tvrtine periédy je priemerna rychlost nutacie
mensia ako v druhej a tretej 3tvrtine.
Uhlova rychlost § nutaéného pohybu uréuje vztah

§_ Ve m— @ m—u 53)
Vi— w2

6. Vlastna rotiecia.

Vlastnu rotéciu telesa uréuje rovnica (4,34). Jej upravenim vzhladom
na definiéné vzfahy I-funkeii (3,1) a (3,2) podla (1,3) a (2,6), dalej (4,31),
(4,32), (4,33), (4,22), (4,23), (4,24) a (4,30) po krateni a pouZiti relacii
(4,17) a (4,11) pri pociatoénej podmienke [gl=o = 0 vychidza

Vu,— u-Vu— g,
1 — = e LT A . 6,1
¢ = A v ~+m38nm§.ﬂ (6,1)

OkamZita uhlovt rychlost vlastnej rotacie uréuje (4,8). Vo vyznacénych

¢asovych okamihoch periédy nutacie je

2 mgs - u,; [¢] =r,. (6,2)

Hodnoty uhla immmm& rotdcie za periodu nutacie siu

lo Io;ew = ?Ilmv.w n\i: né,Tliv T + =

t=0 m
2

Z tychto vysledkov vyplyva
o] —lo} =le] —Ieli

T =0 t=

t== ==

2 k 2
priemerna uhlové rychlost vlastnej rotécie v prvej polovici periédy nutécie
sa rovna priemernej uhlovej rychlosti vlastnej rotacie v druhej polovici
periody nutacie.
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Priemernt uhlova rychlost ¢’ vlastnej rotécie telesa, pripadajicu na
¢asovy interval polovice periédy nutacie, udava vyraz

o =r (1 —5)+5. (6,3)
Na zéklade tohto vztahu mdzeme vypotitat uhol vlastnej rotacie telesa

pre dany das 1.
Absolutna chyba A¢ tohto vypoétu bude

Vuu—u-Yu—u, =
Ag=arccotg 2 2 TE U =T,
® & Vu, + u, - Vu,—u T
kde T je najmensi ¢as, o ktory prevysuje dany Casicelistvy nasobok polovice
periédy nutacie

(6,4)

=i—h-—; h=0;1;2... (6,5)

N u
Pre t=0a1t= W jet=nh- ,.M. resp. t = (h 4+ 1) - W“ov%vm,\%womg
pri tychto hodnotich t je nulova
[ae] =[ae] =0

Pomocou absolutnej chyby A¢ vypoétu méZeme urdit hodnotu uhla P
vlastnej rotacie telesa v danom &ase f z reljcie
?=9"-1+ Ag. (6,6)
Vyrazy (6,3), (6,4), (6,5) a (6,6) moZeme I'ahko vy&islit.

7. Precesia.

Precesny pohyb telesa popisuje rovnica (4,29).

Na zéklade defini¢nych relacii II-funkeif (3,1) a (3,2), podla (1,8) a (2,5),
dosadenim hodnét (4,31), (4,32), (4,33), (4,21) a (4,30), vzhFadom na vzfahy
(4/4), (4,5), (4,11), (4,16), (4,17) a (4,18) pri podiatodnej podmienke ] =0
vychadza £=10

b=, 1R = (s — w)] HValuy—w) L [Elo, k) —F (3, k) (1— £)] -

— arc cotg _Hogm mm tgh 3 L

es) {\— 1)p—1.240 - sin =2 - sinh Z%
— D arctg R (7,1)
k=1 (—1)*—1.2¢% - cos M cosh == + 14+ QE.
Podla (1,7) a (4,32) pre argument ¢ v (7,1) _.m
@ = arc sin E {(7,2)

<:m+~
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OkamZitt uhlovi rychlost precesie telesa uréuje rovnica (4,7). V &ase

t=0 je [9] = 0. Pre &as I 2 je Tw._[aﬂumgawm
IM

, ked pouZijeme

[ )
L4

t=0
vztahy (4,5), (4,4) (4,11) a (4,14).
Hodnoty uhla ¢ precesie telesa za periédu nuticie st

+1a(us — ) T-[E (9,) = F (9, k) -1 -%]-=

Z tychto vysledkov vyplyva
e}, —lo] =lo] —[o]
=

k]

T =0 =T

SR

priemernd uhlova rychlost precesie v prvej polovici periédy nutéicie sa
rovna priemernej uhlovej rychlosti precesie v druhej polovici periddy

* nutacie.

Priemerna uhlovd rychlost ¢’ precesie telesa, pripadajécu na &asovy
interval polovice periédy nutécie, udava vyraz
., : 4 , .
o= [2 = —uw)] + 5 - [K-Ee k) — (K~ E)-Flp, k)~ %}
(7,3)

Na zaklade tohto vztahu méZeme vypoditat uhol precesie pre dany &as.
Absolatna chyba A¢ tohto vypoétu bude

ne

Deﬂ%..ﬂ I\mnooo.meoﬁm mm nmw.mﬂqm”_l
(— 1p—1-2¢%-sin 5 - sinp 52
. (74)
.,

— M.muo&m =
h=1 (—1)—1-2¢k- cos 7 Cosh = 414 g%

V tomto vyraze je w definované vztahom (4,30), « relaciou (1,6), ¢ (2,4)
a 7 (6,5).
T .

Pre last=0at= 5 Je chyba Ad vypodtu nulova

[AY] =[Ad] =0.

T=0 T
T —

2
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Ak urtime absolutnu chybu A ¢ vypoé&tu, hodnotu precesného uhla ¢
pre dany &as ¢ dostaneme z rovnice
b=09"-1+ AY. (7,5)
Vyrazy (7,3), (6,5), (7,4) a (7,5) sa modZu lahko vyéislit.

8. Numerieky vypodet konkrétneho pripadu pohybu.

RieSme konkrétny pripad pohybu Lagrangeovho tuhého telesa, ktorého
hmota je 1587 g, rovnikovy moment zotrvaénosti A = 39 032 gem?, polovy
moment zotrvaénosti € = 17 458 gem? a hmotny stred je od pevného
bodu telesa vzdialeny 4 cm. Teleso sa roztodi v zemskom gravita¢nom poli;
g = 981 cm - sec2.

Konstanty telesa si

m=1587g; A =39032gcm?;, C = 17458 gem?; s =4 cm.
Z nich vychadza podla (4,4)

a =278 — 319,091 sec?;

dalej je
- C
1 — 52 =0,776363.
Nech je potiatoéna uhlova rychlost telesa ry = 50 sec! a sklon osi z':

¥ =30°. Potom bude u, = cos &, = cos 30° = 0,8660254; podla (4,5)
b= m&m. = 22,3637 sec”. Z toho dalej je vzhFadom na (4,11) MIN =
= ug + u, = 1,56737.

Kedie podla (4,12) je uy- u, = B, u; — 1 = 0,35738, pouZitim tychto

a
hodnot dostaneme

(ug + uy)? = 2,45660;
—4duy - u, = —1,42952

(ug — uy)? = 1,02713;
uy — uy, = 1,01347.

Dalsim rieenim vychadza
ug + u, = 1,56737;
ug — u, = 1,01347
2uy = 2,68084;
2u, = 0,55390;

ug = 1,20042; u, = 0,27695.
Podla (4,19) mame k* = 0,5681238. Z toho je
are sin kb = 49°40°31"'; arcsin k' = 40° 19’ 29"".
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Vu; — u,

Vzhladom na (7,2) je ¢ = arc sin T 41° 41’ 50",
Z vypoéitanych hodnét vychadza
K = 1,9299; E = 1,3085;

F(e, k') = 0,7544;  E(9, k') = 0,7028.
Dosadenim do (5,1), (5,2), (6,3) a (7,3) dostaneme
Ty = 0,42927 sec; ur =usr = 0,63459;

4 4

9" = 46,13659 sec™; ¢’ = 7,98957 sec-1,
Podla (6,2) je ¢r = 46,04841 sec1; analogicky pre okamzita uhlova

2 mgs
Cr,

= 14,2682 sec1.

2o~

rychlost precesie v dase ! = I vychadza ¢ =
. Z

Periody vlastnej rotacie a precesie st
Ty ==0,136186 sec; T, == 0786423 sec.

BBIBOMIBI

O61mee aHanuTHYeCKOE pelieHne cPepPUIECKOro NBUIHeNUs TBEPIOro Tena
He uspectHo. Cayvait Jlarpamma Bemer npu yrie HYTaUMH K 3JUIMIITH-
uecKuM QyHKUMAM fIKOGH, a HMpHM yriax cogcrBeHHON porauu ¥ mpenec-
CHM K NBYM SJINNTHYECKAM MHTEpPraliaM TPEThero poIa.

Ilpy HOpMATILHEIX HMCXONHEIX YCIOBUAX ABMKEHHA Pastop KyGuueckoit
gyHKIME KBafpaTa CKOPOCTH M3MeHEeHUS KOCHHYC2 MI'HOBEHHOTO 3HAYEHUSA
yria HyTauus gaeT PAR COOTHONIEHUH, TPY MOMONUM KOTOPBIX penyLMpyor
ofulee BhIparKeHUe YrIoB Diflepa HA BHIpaeHU, HKOTOpLIE MOKHO IIerKo
BBICYMTATH M YUCITEHHO,

Va-3a sroit peqyKImMHu ofume pelsAnun PeleHNA BEIPAMKEHH! Yepes
I-QyHKIMH, ONpeneisAeMble DU NOMOUM TPAHILEHXEHT HKOGU BTOPOIO i
TPETLEero pona ¢ MHUMBIM MONyJeM ¥ IIapaMeTpoM.

Iocne TpaHCYOPMUPOBAHMA SIITMOTHYECKIX dysrmmit fIxo6u, nzera-
pynruumi, Q-GyHRuUMH, I n-QyHKOURA, HA BUIH © PealbHEIMM MOLyIieM
M IapaMeTpOM IpPH yrile IpeueccHd J3era-GyHKIMH 3aMEHADT HJIIMIITH-
UCCKUMI MHTErpasiaMi NepBoro M BTOPOro pola ¢ MpKUMeHeHHeM DellAluy
Jemannpa; Q-QyHKUMI BHPAMKeHB IpH NOMOIIM GECKOHEYHBIX I9TA-TIPO-
U3BeNeHU ! OyeHp GBICTPO CXOUAMMXCH pAnos. M3 pesynnTaTtoR BHBENEHD!
COOTHOLICHUA IIIA COBEPUIAIOLCrOCH JBUMEHUA B HHTepBajle Iepuona
HyTaUNn,

Kpome pepyrumy o6umx cooTHOLICHMI PellCHNA, NBUKEHNE OMNCHIBAOT

r

Ho

BLIDAIKEHMAMN, COOTBETCTBYIOUIMMA HOPMANLHBIM MCXONHEIM YCIOBMAM
TICEBIOPEryNAPHON Npeneccuy, KOTOPaA ABJIAETCA OGLWM IBHIKEHMEM
TBEPAOro Tena ciyyasa Jlarpamma. )

JIerKocTs MCIONL30BAHMA pPe3yIHTATOR HILTIOCTPUPYETCA YUCIEHHEIM
pelleHHeM KOHKDETHOrO cJIy4as JBH:KeHMA.

LITERATURA

I.N. I. Achiezer, Elemeniy ieorii elliptideskich funkcij, Ogiz, Moskva 1948,

2. C. Brubns, Neues logarithmisch-irigonomeirisches Handbuch auf sieben Dezi-
malen, Leipzig 1928.

.C.G T Ja cobi’s gesammelte Werke I, Berlin 1881.

.C.G.J. Jacobi's gesammelte Werke 11, Berlin 1882,

.E.Jahnke—F. Emd e, Tablicy funkcij s formulami i krivymi, Moskva 1949,

- E. L. Nikolaj, Teorija giroskopov Ogiz, Moskva 1948,

SO AW

b1

4#




