JOZEF KOVAS
PRISPEVOK K bm:b»Nc HARTMANNOVEJ VETY

Hartmannova veta hovori: Spojnica koncového bodu kolmého
priemetn vektora postupovej rychlosti u okamZitého stredu otidania S
po pevnej poloide k,, do kolmice v bode S na normilu n, draby (a)
lubovolného bodu A nepremennej rovinnej sdstavy X pri jej pohybe
v rovine, s koncovym bodom vektora rychlosti ¥ bodu 4, pretina nor-
mélu n, v strede krivosti S, drdhy bodu A (obr. 1).

“Obr. 1.

Zvolme v rovine nikresnej X, bod O a polohové vektory fubovol-
ného bodu A a okamiitého stredu otidania S pohybujice] sa nepre-
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menne;j 35::& mﬂm»gw 2 v jej urditej okamzitej polohe oznagme
0t = Qkﬁ Q% Je potom

0% = 54 4 9, )
kde 75— mfm. je woyoroéﬁ vektor bodu S vzhladom na bod 4 (obr. 1).
Derivéciou rovnice (1) podla dasu,

0 =044 §

R ®
=V IT rH

dostivame vektor wo#ﬁ.oﬁa rychlosti @ okamzitého stredu otiCania §

po pevnej poloide; priom §4 — ¢ je vektor rfchlosti bodu 4.

Vektor uhlovej rychlosti sistavy X oznadme @. Vektor rychlosti ¥
bodu 4 mod%eme pisat

T=oXT (3
kde T = .m 4 je wo_oroq% vektor bodu h vzhladom na okamzity stred
otdtania § a je mkf'k% iz

T=—T% )

Po dosadeni zo (4) do rovnice (3) dostédvame
V=T'Xo. ®)

Vyndsobme rovnicu (5) vektorove vektorom @:
VTX0O=FT'X0)Xa. 6)
Pravi stranu reldcie (6) méZeme pisaf

AmmX&vXﬂ”Amm.&v@.]Aﬁ..&vm ,

a pretoZe uhol sovrety vektormi & mﬂm.u.m H«J .d.e

2
(F.o)a=0,
(X ®) X @ = — o T4, )
Po dosadeni zo Addo rovnice (6) je

Clze

VX ®=— 0¥,

z ¢oho — OXT
HQ”u&]n. Amv

Prevedme deriviciu rovnice (8) podla &asu

X
<o drs w?

e ==

d¢ d¢ ’
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mQHAS..lX«+aX%vumﬂ+A8X<V m“ =

—(EXT+B X5 +A!X<,; VH
Po tdprave je o — P B
m.mu.._..%i%l o) X7 @

kde @ =7 je vektor uhlového zrychlenia stistavy = a ¥=a je vektor

f ia bodu A. . ) .
anow—mwﬁm.som jednotkovy vektor k orientovany sdhlasne Hogocasﬂzm
s vektorom @. Vektor uhlovej rychlosti @ a vektor uhlového zrfchle-

ia € V i 0zeme potom pisat
nia &, ktoré sd na rovinu X, kolmé, mdZeme p P

® =ok, (10)
-~ F=2¢Kk. @an
Dosadenim vyrazov (10) a (11) do rovnice (9) dostivame
55 89X3+A| wmevaf
o KXE_fpoq). (12)
Rovnicu (2) moZeme potom pisat
a=v 4+ EXE_ 2 gy, (13)

V druhom &lene pravej strany rovnice (13) rozloZme vektor zrfchle-
nia @ bodu A v sloZku normédlnu a tangenciilnu

w..nwm_:l*lmn. AH#V
Rovnica (13) je potom a,1w) &
a; 1 &
\”ﬂ+§.ma“|lwll%wemx<vn
Exa, | Il . & w 15
muﬂu_.%lu_.ﬂﬁwxm: E?X@ (15)
T

Pretoze uhol sovrety vektormi v a @. je 5 je vektor k X a,

rovnobezny s vektorom ¥y, dize s tangentou drdhy bodu 4. Vektory ¥
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a 8, si tieZ rovnobeind s tangentou drshy bodu A a preto vektory
kX ¥ a kXa si rovnobesné s normélou drihy bodu A. Previedli sme
teda SNE,QQ vektora postupove;j rychlosti i okamzitého stredu ot4dania S
po pevne] poloide do dvoch vzijomne kolmych vektorovych sloziek,

z ktorfch jedna je rovnobeins s tangentou a druhd s normilon dréhy
bodu 4

_M.”ﬂ,“lmll.mf Au—mv
m.H¢+mM,ya 17

_ 17— -
=..H,e|Txm.lm9x£. (18)

Ked' poznime vektor rychlosti V, vektor normélneho zrychlenia a,
bodu 4 a okamzity stred otidania S sistavy 2, modzeme sostrojif tan-
gencidlnu vektorovd slozku U, vektora postupovej rychlosti i okamzitého
stredu ot4lania S po pevnej poloide (obr. 2).

Obr. 2.

Druhy élen pravej strany rovnice (17) oznaéme

— kxa,
Absoldtna hodnota vektora P, pretoie uhol sovrety vektormi k a i,
N
o g e )

) (20)
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z doho absolitna hodnota vektora uhlovej rychlosti @ je

|}
Q== —F 21
| Pl
Z rovnice (3) absolitna hodnota vektora rychlosti ¥ bodu A4, pretoze
whol sovrety vektormi @ a F je mv je
[V|=w]r|, (22)
z oho absolitna hodnota vektora uhlovej rychlosti @ je
1¥]
O=-—=tga. 23
=8 (23)

=1{ga (24)

a absolitnu hodnotu vektora p sostrojime ako prilahld odvesnu pravo-
uhlého trojubolnika SK L. Orientdciu vektora P uriuje rovnica (19).
Tangencidlna vektorovs slozka u, podla rovnice (17) je potom

Zavedme vektor T kolmy na rovinu 3,
=k (26)
tak, aby platila reldcia

kde v je vektor rychlosti bodu 4 a =844 je polohovy vektor bodu
A vzhladom na stred krivosti S, dréhy bodu A.
Absoliitna hodnota vektora rychlosti ¥ bodu 4, pretoze uhol sovrety

vektormi 7 a ¢ je W, je
[vl=I7llel. (28)
Vektor normailneho zrfchlenia @, bodu 4 mod%eme potom pisaf
B =TX(EXQ)=—7"0 (29)

a ked jednotkovy vektor rovnobezny s norméilou drihy bodu 4 a oriento-

vany sthlasne s vektorom g oznatime T, je

i = — 1[G 7. (30)
Po dosadeni z (23), (28), (30) do rovnice (19) dostévame
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5= rxcaym ZIOUFl o o o
Podla relicii (3) a (27) je
aXm”mX@.

a teda, ked vektory T a g sd rovnako orientované, si aj vektory @ a T
sihlasnej orientdcie, resp. ked vektory T a @ sd opadnej orientdcie, je
aj vzdjomns orientécia vektorov @ a % opaénd, podla toho, &t body S,
a § lezia na tejze strane od bodu 4 alebo na stranich opaénych. V pri-

pade siblasnej orienticie vektorov T a ¢ a teda aj vektorov @ a 7 je
[T k=7, |Fja=TF, (32a, b)

resp. ked vektory T a ¢ a teda aj vektory @ a % st vzédjomne opadnej
orientdcie, je _

[T k= —7; [Flia=—T, (33a, b)
takze v obidvoch pripadoch, ked dosadime (32a, b), resp. (33a,b) do
rovnice (31), dostdvame

Rovnica (17) po dosadeni z (27) a (34) je
U =7TXe— (¥XT),
6=7X(@—7), (35)
a ked rozdiel vektorov druhého &initela pravej strany tejto rovnice
oznafime — e
0—1=8/4—8S4=8,4+A48=8,8=7, (36)
dostivame
U, =7X0. 37
Absoldtna hodnota vektora i, pretoze uhol sovrety vektormi 7
a o je m , je
|u|=]%|[g]. (38)
Porovnanim relcii (27) a (37), resp. absoldtnych hodnét vektorov
V a @, z rovnic (28) a (38), dostivame

® [v]__ [

T = —— — ”w ww
a ked dosadime za |p|=8,4 a |5|=38,89, je

I¥]: 844 =|u]:848. (40)
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Ked' oznadime vektory ¥ — N;M: at,==~ wﬂcu (obr. 8, 4, 5), potom
spojnica koncovych bodov 4,S,4 vektorov ¥ a U, pretina v kazdom vﬁ-
pade normélu drihy bodu 4 v strede krivosti S, drdhy bodu A, pretoze
podla (40) trojuholniky

N8B AA, > D8 884

st podobné a tym je platnost Hartmannavej vely dokézani.

Obr. 3.
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