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Pre ¢iastolne usporiadané systémy plati veta: Nech &iastolne
usporiadany systém S mé najmensi a najvadd prvok. Ak sa S da roz-
lozif na direktny sééin nerozlozitenych faktorov, je tento rozklad jedno-
znadny. Existujd ¢iastotne usporiadané systémy, nemajice najmensi a
najvats prvok, ktorjch rozklad na nerozlozitefné faktory nie je jedno-
znadny.t

Pre #&pecidlny pripad, ked S je sviz, majici najmensi a najvicsi
prvok, dokdzal tito vetu G. Birkhoff® Zaroveii G. Birkhoff® poloZil
problém: vysetrit, & jednoznatnost rozkladu plati alebo neplati pre svazy
obecne (aj bez predpokladu existencie najmendieho a najvadsieho prvku).

Dokazeme, Ze odpoved na Birkhoffov problém je kladné. Pritom
povodny Birkhoffov problém zovieobecnime v tom, Ze budeme uvazovat
aj rozklady, v ktorych podet direktnych faktorov mose byt nekonelny.

Najprv struéne uvedieme zékladné definicie. X :

Definicia 1. Nech L, tEM Je systém svazov. Priradme kai-
dému indexu ¢ €M nejaky prvok z‘€ L,. Dostivame mnozinu dvojic
{@, s} =2 Pritom 2*€ L, a pre kazdé « €M existuje presne jedna
taks dvojica (¢, 2°) €%, Pré ktord plati =@ Ev6li struénému ozna-
eniu budeme mnoZinu dvojic z={(t, z9)} oznatoval symbolom z={z}.
Systém vietkych takychto mnoZin oznatme IT L,=L. Nech z;= {a:'},
Ty = ”&».Y x,, T €L. Definujeme v L opercie Ty %1, T Uz, rov-
nicami @y () %= {#1'N g}, U= {z, U 5%}, MnoZina L s takymito

opericiami je zrejme sviz. Nazyvame ho direktnym sddinom svdzov L,.

v

Svizy L, volame faktormi direktného sicinu.

1 Junji Hashimoto, On the product decomposition of pariially ordered sets,
Math. Japonicae, 1, 1948. Referit v Math. Rewiows, January 1950.

2 @ Birkhoff, Latiice Theory, IL Ed., Theorem 2, 9, Cor. 1.

8 Porov. pozn. 2, problém 11.
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Budeme pisat L ~ I/, ak svizy L, L' sd izomorfné. Ak v izomor-
MNHMV h&wk L' (@) prvky s € L, o’ € L' sd si navzéjom priradené, piieme
NV&?‘W“E.& 2. Ak L~ IT L, (i) hovorime, %e izomorfizmus (§) uréuje
rozklad svizu L na direktny sdéin IL,. Ak prvku z € L je priradeny
prvok ?\..v mw.H L,, nazyvame z* priemetom prvku 2 do sviizu I, v roz-
klade (¢). Ak M C L, nazfvame priemetom mnoZiny M do L ?s,v__wmoE
W@.ENWFQ (é)) mnoZinu vietkych priemetov prvkov z € M mw svizu L,.
mME‘MaM NMMMMM Ma mmg N_.\M« .v:mmEm oznadovat [x]z,, priemet mnoZiny NW
Lemma 1. Nech X je konvezny podsviz svi =i ;
[X]r, = Xa, a €M. Potom X, je Q@MH%&SW meﬂuz..h wﬂhe. Ornacne
- 9 podsviz svieu L.
Dékaz u.v. Nech z,*€X,, z,* € X,. Potom existujd prvky 2, € X
23 € X také, Je ich priemety do L, st z,% resp. z,% KedZe z D&_m N‘
Uz €X, plati 2% Nxe® =2, N23]1, € Xy 2,2 Uze®= ?&Cw Iz mmN v

_ b) Nech 2,2 € X, 4% € Xo, 24 € La, 50K s < 3%, iy
stujd prvky z, € X, 2, € X také, ze [z;];, = 2,%, ﬂ& 5= z3%. Sostrojme
prvok g, ={z;'} EL takto: g'= T«Luw 2k t+a, pmup =g~ NH%.Bm
plati 2, N2 < <2y Uy, teda 2, €X, 2*=2€ X,. . :

. Lemma 2. Nech h”mu L., t€M. Predpokladajme, se M obsa-
huje viac ako jeden prvok. Nech a € L, a”?.T a nech systém prokov
M={x}, z €L md nasledujicu viastnost: [% Ji = a* pre QMH« a
pre kaidé ¢ € M. Potom existuji proky Nz, Uz, a pri oznaceni
[ ]z, =2 plati a .

Q&n”ﬁﬁap.&nw~ C&n”ﬁauc.\iw.

w owmm. nOmsmmBm {atU ¢} = §. Zrejme plati pre kazdé ¢ a kazdé
(2], <2*Ua*=[§],, teda x,<§. Predpokladajme, %e pre nejaky
prvok 7 € L plati z, <7 pre vietky t€M.
A Nech n={n}. Teda [z]s, < [n]r, pre vietky a €M, €.
om”r dostdvame z predchddzajicej nerovmosti 2*<<#n% Ak a-:.
anwmw:MuMm awa <n* pre kazdé ac M. Vidy teda plati &NC&,Asm
akze . Tym j 4 i 0 7 o
mﬁﬁiwl: ym je dokdzané tvrdenie pre C&t Dokaz pre Da, e

Lemma 3. Nech X j j iz svd
c Je konvexny podsviz svizu L == IIL, ceMm,

nech a..mN‘ 2€X, a={a}, z={a*}. Nech o je Tubovolny index
z muoziny M. Utvorme prook y €L tak, fe [y]., =% [y].,—=a
pre tFa. Tordime: ye X. “ ,, S
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Dékaz. Prvky aUs={aUz}, anz= latna} lezia v X.
Zrejme plati [an2ln, < (Yo < [6U 2], pre kazdé t€M, teda
anz<y<aUs. Z toho plynie y € X.

Lemma 4. Nech X je konvexny podsvdez svaazu L=IOL, nech
X. je priemet svisu X do L. Potom X=IX,.

Dokaz a) Oznalme wHN"H Y. X a Y sd podsvizy svizu L.
Stad{ teda dokszat, fe mno¥iny X a Y si si rovné. Nech z = {a*} € X.
Potom z‘ € X,, takie z€ Y. Dostivame mnoZinovi nerovnost X C Y.

b) Nech y={«'} € ¥, potom 2*€ X, a z definicie mnoziny X, vy-
plyva, Ze existuji prvky z, € X také, Ze pre kazdé ¢ plati [z, ], = 2"

Nech a={a‘} je Iubovolny prvok podsvizu X. Ku kaZdému z,
sostrojme %, € L takto: [w]r,=a* pre « +1, []e,=2" Podla
lemmy 3 u,€X. Podla lemmy 2 lezia aj proky &=z a, n={z'U a)
v mnozine X. Zrejme §<y< 7, teda y € X. Dostali sme mnozinovd
nerovnost ¥ C X, &o spolu s a) déva X = Y.

Definicia 3. Nech LITL (3), € L. Nech M, C L. Sostrojme
podmnozinu Mo (w) svizu L {vzhladom k rozkladu (4)] takto: prvok

z € L je prvkom mno#iny Mg () viedy a len vtedy, ked

Hv ﬂﬁ.\_hpmgn» Mv ma._hnnﬁs«u?. pre aft.

Pozndmka. Z predchidzajice] definicie vypljva bezprostredne:
1. mnozina L, () je konvexny podsviz svdzu L. 2. Nech z={z‘},
z € My(u), t.j. 2% € Ma- Potom jednojednoznacné priradenie -<—-z*
uréuje izomorfizmus Ciastoine usporiadanych systémov M. a Mo (w).

Lemma b. Nech hwmuht (41), t EM a sucasne thHw,\QmY
v €N. Nech u € L. Sostrojme mnoéinu Aq (u) [vehladom k izomorfizmu
(ir)]- Priemet mnodiny Aq (w) do Bp [vehladom k igomorfizmu (i2)]
ozmacme AqP. Sostrojme mmosiny AP (w), Bg(w) [vekladom k izomor-
fiemu (ig)]. Potom plati ndsledugica mnozinovd rovnost:

Ao () = Ao (w) N Bp (w)-

Déokaz. a) Oznadme Aq (%) N Bg (w) znakom X+, Nech z € 4P (u)-
Zrejme plati 4.8 C By, teda Adf () C Bp (). 7 toho plynie z € Bp(u)-
Z predpokladu 2 € AoP (u) dostivame dalej, e existuje prvok s€ Aq ()
taky, ze [z|sg= [#]ag -

Nech v izomorfizme (i) % <-={w}, 2= {2}, 2= lav}. Z pred-
chédzajtceho plynie: av=w pre v 8, af =2B.

4 Mnozina X je neprézdna, kedZe ue X.
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Zrejme u € Aq (). Sostroj

rejm . jme prvky é=un¢, n=uUz. Ked%

Wam%wwm& index v€MN plati [§]s, < [z]z, <1, mmmﬁmﬂﬁbm <z Mm
0 w emmy H a poznidmky za definiciou 3 je mnoZina A, mmc wlo=“

vexnym podsvizom svizu L, teda prvky & 1, « patria do Aq(u). Zistili

sme; x € 4o (w) N Bp(w) =X, teda hpm?vﬁum. .

Wmm.mmvwa MMT T € M.»Hmmm z € 4a Q.&v T&mm € Tm.n Agﬁwm = ‘méw. Umw&v

e 8 %ﬂw&ﬂ ati Tw_m? =] m& B, pre v 8. Teda podia definicie 3

a 1 am X

ek 1 e X C AxP (). Uhrnne podla a) méme rovnost

4 2%33&3&3. Podla predchédzajticej lemmy a lemmy 4 dostivame
a ™ IT A (w). Ak definujeme analogickfm spdsobom Bg* (u), plati

Bg~ I Bg (w)- Pritom je podla predchadzajicej lemmy Bg*(u)= AP ()
Posndmka. Ak L~>IIL, a ak vietky L, okrem najviac jedného

(napr. L,) obsahujd jediny prvok je zrej i
e s P , je zrejme L~ L. Je teda prirodzend

o 'UM.niﬁ.a 4. Hovorime, mo. sviz L je nerozloZitelny, ak z izomor-
mu Lo IT L, vypljva, Ze existuje najviac jeden taky faktor L, ktory
obsahuje viac ako jeden prvok. a

Veta. Nech L>ITA4, teM, hmw:w,: vEN., Nech kaidy

faktor A,, B, obsahuje viac ako j

_obsah : jeden prvok a mech si vietky ti
\W«ﬁe@ :3.8?3%?9 Potom existuje jednojednoznacné u&gnaﬁ.w QMMMW
siny M na mnosinu N, ktoré md hito vlastnost: ak sa prook a €M
zo0brazt na prook B EN, potom si svizy Aq, Bg izomorfné.

Dokaz Nech sid splnené
‘ predpoklady, uvedené vo vete. Podl:
poznimky za lemmou 5 moZeme pisat wmo kazdé nmmuw ° hmommwm_..
. 3
hﬁ.nmﬂh&«. Aﬁv“ .Nwm'?lvmﬂ‘mwmg:vv
wwmmom.b Ay (u) = W,\n ?v Kedse sviz A4, je nerozlozitelnf a mé viac
a om jeden prvok, .mﬁ.wn&o presne jeden taky svdz A.Y(u) [oznalme ho
AP (w)), .wnop.% mé viac ako jeden prvok. Potom ds >4 B (w). Prvk
o € M priradme prvok FEN. - T
Ak by sa pri takomto zobrazeni aj
j prvok a; €M, @, F o zobrazi
E..»m:.éo_w 8, vystupovaly by v rozklade svizu Bg mmmomp nhug MMWMM“H
a ro Nw_m QVH\H% (W) a Bg* (u) = 46,® (), z ktorjch kazdy by ob-
sa o<<w viac .&S ...Emon prvok. To je v rozpore s predpokladom o ne-
rozloitelnosti svizu Bg. Z toho plynie dale] Bg ~ Bp®* (w) = 4,
— i) Q-
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Nech 8, € Nt. KedZe svaz Bg obsahuje viac ako jeden prvok a je
nerozlozitelny, musi v jeho rozklade vystupovat presne jeden faktor,
ktorj obsahuje viac ako jeden prvok. Oznaéme tento faktor Bg;* (u)-
Podla lemmy 5 plati Bg,™ G\ouwﬁ? (w). Kedze Bo,#! (v) mé viac
ako jeden prvok, index o, EMM s=a zobrazi na index g, €R. Teda
kazdy prvok f €M mé pr uvedenom zobrazeni vzor ¥ M. Previedli
sme dokaz, Ze zobrazenie mé vietky vlastnosti, vyslovené v predchédza-
jhcej vete. Tym je dokaz wmmsomsmmbo& rozkladu svizu na nerozlozitelné

faktory vykonany.
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BBHIBOJIB

T'. Bapxrog moxasay OAHOSHAYHOCTH PABIOKOHEA B IPAMOE HPOH3BE[[eHAS
BAA CTPYKTYD, B KOTODHX HAXOMATCA CaAMHH GOJLINAN ¥ CaMui MewbIImii Jie-
menril. B moHorpagmnm ,Lattice theory“ Bmpxrod momosmxmn npoGiemy: mMeer-ia
MOCTO TeopeMa 06 OZHOSHAYHOCTH PA3NOMNKEHHS JJIL BOOX CTPYKTYD. B macroantei
pa6oTe ME jiaeM IIOJOKHTONBHL OoTeT Ha mpolinemy Bmpxroda. Ilpm sToM Mur
0600maeM TEOPOMY B TOM CMEICIO, UTO MH HONYCKAOM DPASI0MKOHAA, HMOIOIIUO
GocKOHOIRO0E THCIO YAKTOPOB.

Mu 6ypeM ymoTpeGiATh CHOfYIOUIZe ONpOfeJeHEAs K 0GOSHATOHHA: ©CHAM
Lo N«\h.. () m ecma B m30MOPHABME () L ——>> ?;“. z€ L, ?& € \NH: , gt €L, .
TO ME 6YIeM HaSEIBATE DJIOMOHT &' IpocKInel & Ha cTPYKTYPY L, B nuoarts 2 = () e
Ecae M C L, To MBOMXKOCTBO BCeX IpOeKUui dieMeHTOR % ¢ M Ha L, 0GosmauaeM
EEP.. 3ameTuM, Ir0 CA0BO NPOGKIAA YIOTPOOIASM OTHOCHMTeALHO H30MOPHHIMA

(7). Ecnn w e L, My C Lqy, oupefiomaM MaOKECTBO Mg (%) chejiyiomiam obpasom:
7€ My (w) Toria B TONBKO TOrAS, ecim 1. [x], €Ma, 2. [z], = [ulp, nax tfFa
O4eBugHO, 9T0 YACTHIHO YIODANOjYEHHEIe MHOKEcTBA My, Mg (4) H30MOPPHEL.

OcuoBHaa Teopema: Ilvers Lol 4, teM, LoIlIB,, veNR. IHyers
B KAXEJXOM MHOXecTBe 4,, By HaxoaurTca GoJee 4eM OJEH ©JIOMEHT H NMYCTH BCO
daxTops A4,, By HepasnoxuMi. To cymecrByeT BSAMMHO OJHOSHAYHO® OTOGpA-
sxesme MHOmectsa P Ha MHOxecTso N o6ragaomme CIeAYIONIAM CBOKCTBOM :
ecau feN — o6pas saemonta O €I, T0 cTPyRTYPH Aq, Bg msoMopduuL

loxasaTeALCTE0 OCHOBHON TOOPOMH OMEPASTCA HA CIOHYIONINS JIGMME:

1. Ecrom X — xoHBOKOHAR NOMCTPYKTYpa crpykrypu L=[L, to [X],,
— KOHBOKOHad HOXCTPYXTYpaA cTpyKTYpH L, (memma 1). 2. FAmeer mecTo H30-
mopdusw X v f][X|, (nemma 4). 3. Teopema 06 OFHOSHAUHOCTH pESNOMEHHA
BHITOKAOT G663 TpypaHocrel m3 caexpyromeld semmur 5: Iyvers Lo ITA, (),
L 1B, (3,). Hocrpowm mBoMEecTBo Aq(u) [oTHOCHTENBHO (i,)]. IIpoexmmrio A, ()
Ha By [oTHocETeNEHO (i,)] 0GosRawmM Aqf. Ioctpomm mmoxxecrsa AqB(w), Bg(w)

[orHOCHTENEHO (i,)]. ImMeer MecTo paBeHcTBO Agf ()= Agy(w)N wm (u).




