IMRICH STARICEK

ROVINNA VLNA SVETELNA V NEVODIVOM
PROSTREDI TOTALNE ANIZOTROPNOM

Teéria elektromagnetického vlnenia v prostredi anizotropnom, vy-
budovanéMaxwellom a Fresnelom predpoklads, Ze v anizotropnom
prostredi platia okrem Maxwellovyeh rovnic medzi vektormi elektro-

- magnetického pola tieto vzfahy:
D=¢2.G6, I ¢Y
B=29; @)
D je vektor elektrickej indukeie, & vektor elektrickej intenzity, B vektor
magnetickej indukcie, $ vektor magneticke] intenzity a ¢ je symetricky
tenzor dielektricky. Rozborom Maxwellovych rovnic moZno ukdzat, Ze
v anizotropnom prostredi v tomze smere danom jednotkovym vektorom 1t
mbze rovinni vina postupovat s dvoma rdzmymi rychblostami.

Vo svojej predoslej préci o tomto probléme uvedenej niZdie v litera~
tare vySetroval som rovinnd svetelnd vlnu v prostredi totdlne anizo-

tropnom, v ktorom platia vztahy
D==z.6E, 3)
" B=pu.9, )

kde p je symetricky tenzor magnetickej permeability.
Vektory elektromagnetického pola prisluiné rovinnej elektromagne-

tickej vlne o vinovej normale n, v tomto prostredi spliiuji rovnice

C
&!-z@lﬁxﬁ.mu A@v
D = l.h:X@
——Zux$, S ®
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kde ¢ je rychlost svetla vo vikuu a v rychlost postupu rovinnej viny
v danom prostredi danym smerem. Rychlost v ako funkeia smeru je
pritom uréend korefimi kvadratickej rovnice, ktoru pre elektricky anizo-
tropné prostredie odvodil uz Fresnel

Zo vztahov (5) (6) ugitim vzfahov (3) a (4) vyplyva bezprostredne

rovnica, odvodend v citovanej prdei:

ﬁw.mﬁr =XMLXsW .@Ho. .3

Kedze v svetelnej vine & nemdze byt stile rovné nule, rovnica (7)

hovori, e treti skaldr (determinant siradnic) tenzoru

je rovny nule. V citovanej préci som z tejto podmienky uréil ryehlost

postupu rovinnej viny explicitne iba pre ten pripad, Ze oba tenzory

¢ a g su stosé (stosd anizotropia), t. j. ked plati
=g i8]+ & I
f=p it pa i+ s EE

V tomto pripade rychlost svetla, prislusna rovinnej vine o vinovej

®)

normile
n=—cosai-+t cosfj-+tcosyk,

je uréend rovnicou

e»len_uoomwnﬁbl.v : u+oomuuﬂ L + L .,Toomm; - +|s_|vu_+

&3 E3lty g3y E1ls Sy S by
costa costf cos'y costa  cos® i cos’ Y
2 g 85 8 8 & Mg M3 t* Bg by Myl ®)

o o v, “r : . :
v ktorej miesto — piSeme len v (v znad potom rychlost meranu, v jed-
¢ :

notke rychlosti svetla vo vakuu).

V tejto praci budeme sa zaoberat rovinnou svetelnou vinou v pro-
stredi totélne anizotropnom pri obecnej vz4jomnej polohe tenzorov a

Upravime si najprv rovnicu (7), ktora piSeme teraz vo tvare

(P +nXp—tXn) . €=0.

19



Dosadenim z rovnice (3) dostdvame
[*1 +@Xu—1Xn) s . D=0,
kde 1 je tenzor identity. Poslednt rovnicu modZeme pisaf aj vo tvare
{o*1 4 [(n X =) Xn] . D=0
a z toho trivektorovou zimenou -
[l & (Xa=1). @Xe ] . D=0. (10)

Kedze vo svetelnej vine ® nembze byt stile rovné nule, rovnica
(10) hovori, Ze treti skaldr tenzoru U,

U=ol +@Xp). (n X &Y, (11)
rovnd sa nule. Kedze viak tenzor T vystupujlci v rovniei (7) je s ten-
zorom U vo vatahu T=U.¢ a B je tenzor neplanirny, je tito pod-
mienka identickd s podmienkou vyjadrenou rovnicou (.

Treti skaldr tenzoru U urdime v ortogondlnom siradnom systéme

jednotkovych vektorov i, s & s, V ktorom si tenzory &, 4, & a 4!
dané v slozkédeh

P o=z
lh.u:uw;m“.mf u HN.HNHWW;@MS
— 3 3 _ 3 3
2] . ) ol e

I.‘.HHWHM»; L Lx> pt JHM:MMWF; Li Lxs

kde Aj; je rovné minoru prvku &; v determinante stradunic tenzoru &,

&1 &2 &3 _
A=ty & &) (12)
£33 & &y _
delenému jeho hodnotou 4 a podobne M jo rovné minoru prvku i;
v determinante Y
My s Mys _
M= | fay MHez M3 | (13)
3y M3z Hss _

delenému jeho hodnotou M.

Tenzory &% a p—*! sb tiez tenzory symetrické,

Vektor vinovej normaly nech je m,

3
n=2n;1;
F=i1
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Ak piseme Tt = o+ Mats + M 2ss
vektorovy suéin 1 X p—1 s vyuzitim symetri¢nosfi tenzora p—t mbzeme

pisat vo tvare determinantu

_ Ly Lo Ls
ﬁX*«lw” n Ny N3 ? AH"S
wu‘w_. wu.ww wuw.‘._
kde je s
Py= = M &) (15)
j=1

a sadiny 5 P st dyadické,

Rozvojom determinantu (14) dostdvame najprv

= | Mgy, Mt
WA ““meﬁ - Mt wur‘__.w ’

kde hviezditka v znaku W bude znadit, ze vo vysledku treba upravit
indexy kongruentne modulo 3 (t. j., Ze od indexu vyssieho ako 3 od-
Stame celé c&slo typu 3, kde n=1, 2 ... tak aby indexom bolo
vzdy jedno z gsel 1, 2, 3).

Dosadenim z (15) do (16) dostdvame

(16)

R B T
B=205 T Musnyys Moks,s e
a podobne = B 3 Mg Mite |
aXe =232 X i T (18
izt k=1 \f.frf #TT?» '_m & v

Kedze skaldrny sadin tenzoru A=2Zartile S tenzorom
WHMM@.»M.M#}W@O P
ik
A.B=22Z bl
I ks

skaldrny sadin tenzorov (A7) a (18) je dany suméiciou

g% g% 3%

@XE—Y). @xe == = 2

1=1 k=1s=1

Mit1y it2 # Rt 1s N t2
HK.T:,: N—\Hl.mi '

Tenzor U (11) moino teda pisat

JMN Ls-

Y PR Asyo,x

2% 3% 3
U=2 Zdi: L + v X LiLis
. 1=1 k=1 =1
kde sme oznadili

dyp—=2

3 g1, Mite , Ted 1y Meta / 19)
=1 E~+ruu .N—&.Nvfwau ’

\A.uuTHL: k»n;»v:r.



Rozvedenim sumicie v (19) dostivame

e ngny | | namy R g N3 4 Ny Ny Ny N3 Ny %y
E&N E“r kﬁwk ka..o; Emm NgmMA ) ‘m,mu m.: ..TEMw N—&um ) MMN r&.m~
== .N_M,S W_J&. . Np M3 " Rg N3 . N3 Ny +_ Ny Ny - Ny Wy |
o M| Ay Ay ¥ Mg Mol | Ao o [F100s || Ay iy | PO
4 Esm W_M . Ng Ny +w Nng N3 Ng Ny ,, Ny Ng 7y N9
a1 Mss| | Ay Ags | (Mg Mg | Ass Ays | Moy Mag| | Ays Ass |’

Ostatné ¢leny dix dostaneme z tychto cyklickon zdmenou 1 =2 =3 =1
napr. ,

_ N3 N, _ Ny Ry

Hy N, nyn
o, o, | o :_ | e | e
Mgy My,| | Ass Ay | |Mss Mys| | Arg Aas _Eﬁ M| | Ay Ase
21)
n L
= 3 7l . 3 9y +_ n3 Ny M._ mng | | e [ | 79

Nw&ﬂ,«..— Enu_ ) h.wu k&ww

Rovnicu ry i i
cu ryechlosti svetla dostaneme, ked determinant saradnic
tenzoru U porovnidme s nuloun

‘ dis + em~ s, dys
_ dyy,  dpz+0%  da =0. (22)
_ &w: &mm. &mm |T em

.N—N.um E»m kAruH k*: “Ewu E.Hm_ “ k: kmrwn

Teraz ukdZeme, %e rovnica (22) je len zdanlivo kubickd, pretoze jej
absolatny ¢&len je rovny nule. Absolatny &len rovnice (22) je préve
rovny determinantu :

&:v &E. &uw

doyy Bagy dog |- Awmv
dgy, dasy das

Aby sme urdili jeho hodnotu, mdzeme bez ujmy na obecnosti pootodit
stradny systém tak, aby jednotkovy vektor g, lezal vo smere vektora n
Tak docielime, %e n=1yy, t. j. 7, =1, n,=n; =0. Pri tomto ogmo:w
zmenia sice stradnice A4;, a M svoje hodnoty, ale ako vidno ihned
z rovnic (20), cleny d,,, di» a dy3 sa stanl rovné nule nezdvisle na

tenzoroch ¢—! a p—'. Pretoze vtedy je prvy riadok determinantu (23)
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ISR

rovay nule, je aj sam determinant (23) nulovy. Nulovost determinantu
|| dix | 82 viak otofenim nemeni a preto determinant (23) je v kaidej
polohe siradnébo systému rovny nule a teda rovnica (22) je kvadra-

tické pre v? a moimo ju pisat vo tvare
vt —? (du t ds + dss) + iy de2 — dyg day
+ dg dss — dgs s 1 (24)
+ dgg dy1 — dsy Gys = 0.

Linedrny &len tejto rovnice je

P (5 B Fral |
]| 22 4 S e )
| e 2 1 2 |1 -
| 2 |4 i )
P | L o
s | 2 A 1)

Vyraz (25) je symetricky v stradniciach tenzorov & a p. Ked zavedieme

tenzor vinovej normialy N,

3 3 8
ZHIIM.H MS-,ﬁwm.. L — =z

i=1 k=1 i=1

Nix tite (26)

1

T M

mozno jednoduchou dpravou nahliadnut, Ze &en (25) je gymetricky vo

vietkyeh troch tengoroch N, e~! a p—' a moZno mu dat takyto tvar:

nz‘u.-, Euw \Auw # ‘m.rﬁ Z‘PM E.Mw .E‘HM m.um Zﬂw
Ay +dae +das = Ny Moy Aos |+ f Agy Nao Mys |+ M, Ass Nos |+

Ny, My Ass Asy Nss Mss My, Ase Nss

. Ny, A Mys Ay Mye Ny M,y Nis 4is
+ Ny Az Moy -+ Agy M, Nss |+ My Ny Ass |-

Ny, Ay My Asy My Nys M3y Nys Ass
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Zavedenim jednotného oznadenia

IIE @) )
2‘;[?5 By = Piks kA;“%:,. mmqv
mozno napisat predoily sidet vo forme sumdcie tak, Ze je
P @ ®
P11 P2 Pis
2.3 T
11 22 + dag 20| Do P P | (28)
@ O &
P31 P32 Pss

(1.2,3)

kde sicet i
e suce wM znadi, Ze ua v fiom treba previest postupne vietky soskupe-

nia prvkov 1, 2,3 v indexoch 14, j, k.

Pre urdenie absolitneho é&lena v rovnici (24)

a= &HH a&ww - &Mm &ww + &mm &wm - &mm &ww +| &ww &- - ﬁmm— n&uw
postadi, ked sa budeme zaoberat iba prvou dvojicou dlenov

@, = dyy dgg — dip day» (29)

pretoze daltie dostaneme z tejto cyklickou zdmenou. V a; sa rudia
dleny: (dy): (das)s s Clenom (dig)1 (dsy)s, Clen (dyy)s (dsz); s ¢lenom
A&mem A&m—vn a &HOMH A&vam.. A&hmvw S &w@ﬁ-OB A&umvmw A&&HVMM WQ@ A&:ﬁvu znadi NL..Vv

den stdtu dix v (20) a v (21). Ostatnych dvandst &lenov v q, vhodne
upravime, takze je

a _ Ny N3 . N3 % ﬁ 1y 3 Ny Ny Ny Mg ny |
EE Ew_ .E.mw N—&-ww_ hm# k.wu. ) k.ww k&.—m - \h.mm kAymw ’ hwu k.m.: 1_)
5 ny N3 . ng ny || mems Ny Ny Ny Mg nyny |]

My, M, ,E.am M f. Agy Ay || Ais Ase | Ags Asa|T| Ayy Asy -
i Ny N3 ) xwﬂf [ ngln, Ny N ng Ny ng g |
N—.&ww E.wm E.mﬂ E..; | kﬁwn khu» ) kywm .m.mm - B.um »A.uu ) km.wm kr.\:. |T
N N_Nsm N . ngm |[| nsny . mimy | | nsm 7y Ny
o Mol My Mol | | Ayy Asu | Asy don | ™ Ay Aig || Ay 4y || T
N Ny Mg . %Ng Ny T %y Ny ny My | | e %y By | ]
Moy Mol (M Mol | Asy Ao || Ay Aso |7 Ayo Ao || Api Ay 1] T
N g Ny . 7y Ny h 7y Ng 73 Ny ny Ny n; Ny :
My M| My Misl || Asx Ay || Ass Aia | | ss Aga | Ay Ay, w
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Clen v prvej hranatej zétvorke upravime takto:

%y N
Agy Ass

Ny Ry ng Ny

Ay Agy || Ay s | T
= ng[7y TAE Ase — Age k.ﬁv + 7 A»\pﬁ Ay — Ass m.ﬁu + N Ak»mw A — \»w»g =

3”«3» /
kA,mH kA.»H

n
= IMs (1 &1 + 72 &9 + ny £35)-

Po takejto uprave aj ostatnych é&lenov v hranatych zatvorkich mbZeme-

pisat

1
— M Agw €31 IT Ny £33 I—I N3 mmmv .

| ng M | | M M ’ 13 N3 ng Ny : _
) — Swa ‘Ngmw Eww ) M Ewm Euw _I| Emw Emw N—N‘ww EH» \*I
+3; Ny M3 ng Ny ny Mg ’ ny Ny wnT
.Ngmm Ewm ) \N—&wr Eﬁ EE N—&.mw Emw N—bw
+§: ’ ng Ny ny Mg ng :vnn
E.@w Emw Hs.wm Ng.nm Emw E&x Eww .E.Hm
1

(7 &34 - 19 852 1 13 gg3) - |7 (ny 1 + %2 s + 13 tis) +
412 (10 M ~+ Ny Mz T M Mag) +
+ ny (0, M3 4 g tae + ng Ha3)] -

Protoze daldie leny absolitneho dlena o dostaneme cyklickou zé--

T TAM

menou, je
ny (13 oy + N2 Pa2 -+ 15 fa3) + g (Mg &1+ N 82t s &5)+
= x»ﬂE. 4 19 (1 phay T Ha oot s Mas) F( - YT (1851 +ate2 +-ngEss)t+ (=
- mg (1y 31—+ Na Mhss 4 mgpss)) s (1y €91 Mg Ean T s £33)
”L\MW w:ssmwﬁm Wsi:?:u. (30)
ALz =0 Y k=1 1==1 :

. Pouzitim m<o.?o&wo<owo stdinu mogno dat &enu a tvar
lmm_w (z..N).m--N), (31)-

_kde N je temzor zavedeny v (26).



“Zavedenim reciprokych tenzorov mozno pisat (81) vo tvare

o=l Gl e e
R i L e R e i
LA R S R PR
PPN st EEE N gl B A |

‘ktorému mozno daf tvar ghidinu stétov determinantov
,N(-Mw Eum E»m NS‘: Nquw Enm N§= E»m N/ﬂnm

a= N<.m~ N_Nwm N—@m ..T Eﬁ wa My |+ ES Em,. Nﬁ.m
23 Mss .N_Nmm M, Nﬁ. M M, M, M,

.z.wH kA.Hm k&.uw k&.hn qu.wm k&#w \A.:. km.um ,N(ium
.N(.wm_. va.w m.mm =+ km.f 2 22 xﬁmm |_| kﬁwu ‘%mm N(ﬂwm )
Ny, Adss Ass As;y Ny Ass As; Asys Nag
%o vyjadrené oznadenim (27) dava
U] ) (%) @) o (%)
P1n Pz Pis Pu P2 Pis
(L,2,3) . . (1,3,3) .
Pl et I T I I >0
ik | Par Pex P3| g4 Par P22 Pos |° 82)
@ [¢)] (k) @ i) (k)
P31 Psz Pss P31 P32 Pss

Dosadenim do rovnice (24) dostdvame pomocou vyjadreni (28) a
(82) rovnicu rychlosti svetla v prostredi totilne anizotropnom:
G o W ®n O ® @ O ®
D11 Dr2 Pas D1y Pi2 Pis P P2 i
(1,8,8)

c_ 8w o a - WO )
P o | My E¥ o 9 w|_o,
ik | Dot Poe Pos| 15 | P Poe P3| i Dot Paz Pas =0; (33)

@ @O ® @ B ® @ W ®
P31 Ps2 Psa P31 P32 Dss P31 P32 Pss

tu podia (27) je
1) @ (3)

Pk == i Ny, Pix = M, Din— A
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-

),4

(1,2,2) (1,3,8) .

V stétoch ..M.u xm ...W.w je treba postupne vykonat vietky od seba
rozdielne mo%ﬂ%ﬂ? wmd.wz 1, 2, 2, resp. 1,3,3v indexoch 4, j, k-
Tieto séty maja preto na rozdiel od stétu (28) po troch determinan-
toch, kym v sudte (28) je ich Sest.

Pre explicitné vyjadrenie rovnice rychlosti svetla ako fankcie vlnovej

pormily v siradnom systéme i, Zs> Ls
ﬁ“oomnmplfoomu?uwuoomo\?
je vyhodné dosadit do rovmice (24) &leny (25) a (30), takie plati

vt — v* [cos® @ (Mye Ass — 2 Mys Ass + M3 Ass) +
4 cos? B (Mss A1 — 2 Myy Ass + Mus As) +
+ cos’ ¥ (Myy Ase — 2 Myp Asi + My Ay) — .
— cos acos § (Ms Ags — My Ass — Mgy Ays + Mss Agy) —
—cosfBcos y (Mss Ay — Mz Ay — Mg Ay + M Ags) —
— cos y cos @ (Ms, Ags — M3 Az — My, Ass + Mos Ap))+ (34)

1 -
|TN\I-N Amz_oomm & 4 g3 c08% B+ 53 cos” 7 +

Lﬂwmsoomaoomu +2 g5 cos § cos Y +wmm_aomv\ocmnv .
< (g c08” @ - s cos? § - piss €08” 7 -+

+ 2 pyp cOS acos 3 \__..mt&oommoomu\ 4 wtﬁoomv\oomo&“o.

V §pecidlnom pripade shosej anizotropie, Vv gtradnom systéme,
ktorého osi lezia v osiach elipsoidov oboch tenzorov, takie tieto gt dané
rovnicami (8), prechidza rovnica (34) do rovmice (9), pretoze v tomto
pripade A =28 8:8 2 M = yy Yz Us-

Pre mnohé obecné avahy je vhodné pootodit stradny systém tak,

aby vinovd normala mala smer siradnej osi g;. Potom Je
n=un
acosa=1, cos g =cosy=0.

V tomto stradnom systéme sa rovnica (33) velmi zjednodusi, pretoze

1) (1)
okrem py;. vietky ostatné py s rovné nule, takie je

Emw KAw..w # Nguw k&.ww ‘% ’ N-N‘mw Emw ” , kﬁww mvmw /
A p* : ’ . Ho.ww
=g ﬁ A | | Dlas dun |} | Pog Blas || s s (35)
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Pretoze sudet korehov kvadratickej rovnice je rovny jej zéporne

vzatému linedrnému é&lenu a ich sudin je rovny jej absolitnemu &lenu
)

plati pre obe moZné rychlosti v; a v, Vo smere n=_,

Mo Ass My A
v vy = i 28 o~
a T Mys Ass +¢ Mg Ags (36)
ooy Y| ||
Mas Mgy |~ | Ass Ass ' (37).
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BoBOOHB

B macrosmleil cTaThe A onpeNeNAn ypapHeHe cHOPOCTH cBeTa B MOJHE
B KOTOPOH NUAJIEKTPHIecHasl HocTOSHHAN € U MArHHT-

apmzoTponHo# cpene,
Hafg YPOHMIAEMOCTE & ABJATCA TeH30PAMHU. HappAssBasgd HA [P eHRHIO0

Moo PaBOTy i YHAsHBAIO, gqro echiu CBeT JoJiHeH
fpaBieHIN nepIeAguKYyIApa BOIMBLL 1, TO TperHi CK

pacIpoCcTPaHATECA B Ha-
anAp TeH3opa g,

= —1 = =1
Cﬂemm+A=X? V.Azxm V
nojyyaeMm AIA CKOpOCTH
B ITyCTOTE) ypasHeHHE:

ROJpKeH PaBHATHCA HYJO. Yz sroro yciosui Ml
cpera v (naMepseMyio B efMHUNAX CKOPOCTH cBeTa

6o O ® e W ® _, ® @ ej
Pu Pz P |P1z Piz Pus W ~{Pu Pin P13 ~
a,2,3) g 12,9 | . i 1,33 . !
AR IO UM Ea o o o Ts 606 =,
ik Pay P22 P2 ik Tuﬁ P2z Pas ik Pai P22 P23 ’
® O ® poe W 3_, M 0 ®
Ps1 Ps2 P33 P31 P22 Paz ! Pz P32 P ﬂ
Fie MBI [I0JB30BAIKMCEH cleXyOAMEI oG0o3HAYEHUAMHA
: 3
n= 2 %
i=1
(1)
P = ™™
= —1 3 3 -1 3 3
# Q=1 Pe1 ik Li 7 & =1 Ee=1 ik Lt
@ )
pg = Ma Py = i
2.9 :
Cymma > oGosHa4aeT, yTOo Hamo B Heil TOCTeNeHHO HACIIOJHATE BCE
6.k
rpyHnuPOBKA snemenToB. 1, 2, 3 B HoKazaTelsax i, J; k (cyMma IMecTH ciara-
6,22 @,3,9
empix). B cymmax 2 u 2 Hamo coBepImuTh Bece pasHsle APYT oT
i.jk Wik

apyra rpynuupoBRA aiementoB 1, 2, 2 mnu-sxe 1,3,3 B HoraszaTennx i, J, k

(cymmBL TPeX CIIaraeMuIX).
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Résumé

Dans ce mémoire je déduis I'éguation de la vitesse de propagation de la
lamiére dans un milien totallement anisotrope, dans lequel la constante diélectrique

ainsi bien que la perméabilité magnétique sont de caractére tensoriel. En me référant

a un de mes travaux antérieurs je dé

dans la direction du vecteur d’unité n normale au pl

du tenseur U,

doit étre égal & zéro. D
la lumitre v (rélative &

U—otl 4+ (xp).xet),

montre que, si la lumiére doit se propager

an d'onde, le troisiéme scalaire

e cotte condition j'obtiens pour la vitesse de propagation de

celle dans le vide) 1'égumation

O 0 @] | @ 0 @ | ® o ®
Pu P Pna P P Pw P11 P P
@62 o ® LD o 9 & (1,831 ,
152 % i 11.S @ G ® ) _
v v ik Py P22 Pas +,.:Ma Pu P2 Pn ij,x | Pt D2 Pas 0.
@ o ® G O ® G 0 @
Pa P P Pa Pn2 Pun P31 Ps2 Pn
ot les mnpwmmnnm pix sont définies par les rélations
3
n= P i Liy
i=1
(1)
Pik = i Tk
— 3 3 — 3 3
pt= % % MLl el= % I Aulil
i=1k=1 i=1k=1
(2) ()]
Pire = M, pir = Aix.

Les Aix (Mg) sont les mineurs des éléments exi (pxi) dans le déterminant
feirll Ulpiel) du temseur di¢lectrique = (de permeabilité p), divisés par la valeur du

déterminant | eiel] (f pirl).
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