MATEMATICKO-FYZIKALNY SBORNIK

Roc. I, éis. 1.

JOSEF NOVAK A LADISLAV MISIK

O L-PRIESTOROCH SPOJITYCH FUNKCII

Této préca zaobers sa L-priestormi, v ktorych existuju body
s vlastnostou ¢, ¢, j. body #, ku ktorym existujii dvojné postupnosti
{%n,2}mx=1, ktorjch riadky konverguji k z, aviak nijaksd vybrand
diagondlna postupnost nekonverguje k z. Specilne z tychto priestorov
Studuji sa tu priestory spojityeh funkeif, v ktorjch sd zavedens topo-
logie roznymi konvergenciami. Ukazuje sa, %e v takych priestoroch exi-
stajd body s vlastnostou ¢. V nich U-axiéma tzko stvisi s bodmi
8 vlastnostou ¢. Tento vziah je jednoduchy najmi v tzv. komutativnych
topologickych L-grupdch, kde U-axiéma Je ekvivalentnd s neexistonciou
bodov s vlastnostou o. V préei sa dokdzala veta: Kartézsky stidin dvoch
neizolovanych L-priestorov, z ktorych aspoii jeden obsahuje bod s vlast-
nostou ¢, nie je L-priestorom. Odtial vyplyva, Ze kartézsky sidin
dvoch L-priestorov spojitych funkeii, definovanych na intervale <0,1>
nie je L-priestorom.!

e

Najprv zavedieme isté oznacenia, ktoré budeme v pojednani po-
usfvat.?

Ak z je prvkom z mnoZiny P, znadime to # € P, ak # nie Jje prvkom
z mnoziny P, znaéfme to z € P,

Ak je dany systém mnozin “E&, kde a€ 4, rozumieme znakom

UM, stdet vietkych mnozin M, a znakom N M, rozumieme prienik
aed a€d

i

! Je to riefenie problémn poloZeného E. Cechom r. 1947,
* K. Coch, D 225264,




vietkych mnozin M,. Znak € CZ znamend, e mnozina @ je castou
mnoziny P.

0 mé v tomto pojednani tri rozne vyznamy. Jednak &fslo 0, jednak
funkeiu identicky rovnti nule g Jjednak prézdnu mnoziny, Z textu je
vidy vidiet, aky vyznam m4 0,

Mnozinu P nazyvame L-priestorom, ak st tam definované kon-
vergentné postupnosti, t. z, uréitym postupnostiam bodov z P g4 pri-
radené jednoznaéne isté body ako limity a to priradenie spliiuje tieto
axiémy konvergenecie :

L. Limita postupnosti {#adiz1, kde pre vietky n—=1, 2 3 . .
je 2z, =uz, je a.

M.EB:wwomﬁ%noua ?S...TAHH vybranej z Wo:<2.m6:§£. postup-
nosti {z.}7-; je t4 istd ako Limita Postupnosti {z,}r_ ;.

Znak ?&.Tn =1+=% znadi, Ze postupnost nekonverguje k bodu z,
t. j., Ze z nie je limitou tejto postupnosti.

Do L-priestoru zavadzame topologiu  pomocou konvergentnych
postupnosti takto: mnogina UCP je okoim bodu % ak v mnosine
P— U neexistuje postupnost {z,}=_,, ktorej limita by bola s

Ak ku dvom axiémam 1, a 2. priddme ete Urysohnovu axi¢mu-

3. Ak postupnost nekonverguje k bodu %, obsahuje &iastogny po-
stupnost, ktorej nijaka vybrani postupnost nekonverguje k Z, potom
dostdvame novy .- konvergenciu. Aviak novs topologia je ekvivalentns
80 starou topologiou.

Ak P je L-priestor, ACP a ak A znamens mnozinu tych prvkov
z P, pre ktoré existuja v mnozine 4 konvergentné Postupnosti, U-axi¢ma
Znamend, Ze pre kazdi mnozinu 4 plati 4= 7 Mnozina AC P, pre
ktortt je 4 == 4, nazyva sa uzavretou, Mnozina 4, pre ktorg jeP—4
uzavretd, je otvorenon mnoZinou.

Nech P je Tubovolny topologicky priestor a nech ¢ je hustd pod-
mnozina v P, oznadme L (P), L, (P), Ly (P), L, (P), L; (P), Lg (P, @),
L (P, @), L, (P, ), I, (Z, Q) priestor spojityeh funkeij definovanych.
na P s nasledovnymi konvergenciami 3 by ooy e

* Hahn, 211214 3 999 a B. Pospizil, 262-—68.

L M Svuﬁ#\@ ak pre kazdé z,€Pjo Vo@ )i =f(,) ;

lp: (kvézirovnomerny konvergencia podta Hahna) {f, (@) i S(@),
ak ku kazdému e>0 , ku kazdému gz, existuje také x4, > n, e pre
kazdé z€ P plati aspop Jedna z (n,—m, + 1) nasledovngch nerovnosti
[fo (#) —f (z) | <& pre nnn; ]

b {fa @v?wn_.'\ (z), ak ku kazdému ZE€P a ku kazdému s >0
existuje isté okolie 17 () a index N taky, Ze pre kazdé yg U(z) jo
Lfo () —f(y) | < pre Vietky n > N

Lt (o @h=1> 1 (1), 2k pre kaidé z,€ P je {f. (5, )}7 > 1 (,)
a pre kazda postupngt ?L%H~W§ je {fa (@a)}nmr=f ®.);

Is: {fa Q&?ﬂ"ﬁ?\. (), ak ku kazdému &>0 existuje isté také
N (#), 2o pre vietky ;¢ p 5, | fo @) —f (2) | <& pre u> N (e);

lo: {fa @)1= (#), ak pre kazdé g€ g existuje isté okolie
U(g) v P te] viastnosti 4, pre kazdé £>0 je | f, () —f (@)| <& pre
vietky 2 € U(q) a pre gkop, vietky prirodzené n;

bz {fa (@)} =1=f(z), ak pre kazdé g€ Q a kazdé £>0 existuje
isté okolie U (g, ¢) také, 4o pre vietky 2 € U(g, ¢) a pre skoro vietky
prirodzené % je | f, (z) —f(x)]| < e;

I {fn (@)}n=1 - fz), ak [f, (#)}n=1 konverguje rovmomerne
k f(x) na vietkych wsswm_wﬁu%or podmnozindch mnoziny ¢;

bi {fo @l msmf (), 2k pre kazdé g€ @ je {f. (g} 1=/ (q).

Ak je P= <0 >, vynechdvame v oznadeniach tych priestoroy
znak P.

Vedla jednodurkycy, Postupnosti budd sa v prici vyskytovaf eite
dvojné postupnosti. Dvojnon postupnosiou rozumieme mnoinu bodoy

{#n, x}m x=1. Podmussing U 2n,2, Size postupnost {z,,:}" ; nazjvame
k=1
riadkom a podmnozigy (j Tng, iy Cide {@n, 1 )7 |, kde n, <py < ny<...
i=q

. nazyvame diagondlusy postupnostou,

Definicia: Bog , L-priestore 7. m4 vlastnost ¢, ked existuje
prostd dvojns POStnost 1)odov (Y ktorej riadky konverguja
k bodu z, ale nijeks diagondlna postupnost {#n, 1 Y5, nekonverguje
k z. Ten systém ?ﬁﬁ. k=1 budeme tiez nazyvat g-systémom pre bod 2.




II.

V celom pojednani funkeioy rozumieme vidy redlny funkeiu,

Majme ubovolny postupnost spojitych funkei definovanych na inter-
vale <O,1> {1, (@)= takyeh, ze Sfe©)=f(1) pre k=192 3 s
Z tejto Postupnosti utvorme dvojna postupnost {f; , A&v?shl“ M%BS
spdsobom: A o
Jix (@) = f, () pre k=1,2 3 ...

1

For =0 G o 02 g funfot L) =frue)

Jox (@) = fi (32) pre oM&MW m\m;?+Ww”\i?+%~”\u;@y

Jor (@) = f, (i z) pre OM&MW a \..L?:TW:V”\..??;T Wy” ee.==

7 ==

”\iﬁ&n‘. s.ls“-ﬁyﬂ\..;?v, coe o atd.

Z podumienky f, ) =£() vyplyva, ze f, « (%) s spojité funkeie
pre kazdé 4, k=1, 2,3,... Tento proces, ktorym je utvorens ¢4 dvojns
postupnost {f; ; (z))5_ ., oznadme d-procesom.

Vybranou dvojnou Postupnostou z dvojnej postupnosti {g, %
nazyvame dvojni postupnost {q,, , l)orey, kde 7 < my <y N . lm
b <k<k<..., ktors vznikne <%m~.mi8 uritye

h postupnosti z ne-
koneéného mnozstva réznych riadkov.

Veta 1. Nech Prostd postupnost {fe @)y konverguje nerovno-
Emnum. kO v L, nech 5e(0) = £, (1) pre kazdé k=1,2,3 . » potom
z dvojnej postupnosti { W (@)% =1, vytvorenej d-procesom z postup-
nosti {f, (#)}2y, d4 sa vybrat dvojng postupnost {f; , @))% =1, ktors
tvori o-systém pre bod 0. : ' o

Dékaz: Najpry dokdzeme, ze gz predpokladu {f, @hZ =0 vy-
Plyva, e kazds riadkovs Ppostupnost {f; e (@)1= 0. Zmowl i je pevné

a nech 2, €< 0,1 > je tiez pevns, potom je mozné pisat z, — 7 LI A
N. b

_ 1
ke 0<Z<— 2 0<s5<s, dize h.@miaavﬂ\imiwwn\..;@
pre wm.mimm w” 1,2, w.v “ s UE&..?\...LQ@ =/ (iZ) pre k— 1,2 w.. ..
a{fe Q&V?HTVO‘ tize aj n\w;@vv%ﬂ_lvﬁv a teda aj A.\MLA&LTWHIVO.

4

L T

Pretoze {fi («)}i; je prostd nerovmomerne konvergentn4 postup-
nost k bodu 0, vyplyva z kompaktnosti < 0,1 > existencia aspoii jedného
bodu ¢ €<0,1>, v ktorom nekonverguje rovnomerne.r To zZnamens,
Ze existuje isté slo 2> 0 s tou vlastnostou, ze pre kazdé okolie U (a)
a pre kazdé & je moiné ndjst taky index %* a bod z*, Ze plati k* >,
#* € U(a) a nerovnost | fis (2%) | 2 2. MoZewe teda vybrat taku stipajicu
postupnost indexov {k,},Z; , ze k nej existuje postupnost {z,},~ ; konvergu-
Jjaea k bodu a a stdasne je | Jr, @) | 2 2. Teraz tvrdime, ze {for, @)z
tvori g-systém pre bod 0. Zrejme tito dvojnéd postupnost je prosts.
Stadil ukdzat, e nijaks diagonslna postupnost nekonverguje k 0. Nech
{ \“.....w.e (®)}y21 je.diagonilna postupnost, ktord konverguje k 0, potom
musi podla vety 28812 z Hahna’ konvergovat rovnomerne na hustej
mnozine, Nech z, € P je bod, v ktorom konverguje rovnomerne k 0,
t- z. ku 2>0 existuje také okolie (interval) U(z,) a index »,, ze pre
kazdé v >, jo |, ks, (%) | <2 pre kazdé z € U(z,). Nech d, je dlzka

intervalu U(%,). Volme iy tak, aby bolo stdasne #* >y, a s.w«f <d,;
o i . & el
potom existuj- isté i* také, ze 0<#* <jpr a < TE ey >C U(x,).
v v
Pretoze je 0<a<1 a tiez 0Lz <1 pre s=1, 2, 3,..., je aj
2 o
gty €U, a .a.Hs €U(=,) pre s=1, 2, 3,.... Potom viak plati
Ly v
Tgr + ¥ Tg .
iv¥ w«<*ﬁ Qys u”.\“{*v waih N.<H. y”.\w}\* A.&}\L.
8

.&?*u_l&* .
Teda je _.&;?*A - W =2, &0 je sporné.

%

Lemma: Nech prost4 postupnost {fe@h=1=0 v L, nech
fe(0)=fi (1) pre kazdé k=1, 2, 3, ..., potom z dvojnej postup-
nosti {fi,x (#)}%~1, vytvorenej d-procesom z postupnosti {f; (z)}2.,
ned4 sa vybrat g-systém pre bod 0, ked a len ked je {fe(@)=1=0

rovnomerne v L.

4 Hahn, 214 a veta 28'4'2 pa str. 216.
® Veta 28'8'12 znie: Na Youngovej mnozine 4 je kazds konvergentnd postup-~
nost “.\.a Q..VTBH_ spojitych funkeii },0dove nerovnomerne konvergentni.




Dokaz: 7 vely 1. je vidiet, ze {f. (@) e =0 Tovnomerne v 1, je ne-
vyhuutnou podmienkon a stadi teda dok4zat, ze jeaj postadujicon vomwcmmz-
kou. Ked {f, @)z =0 rovnomerne v 7, Wou.adam_a.o 4 {fin (@)} &
rovnomerpe k Q, Skutoc¢ne, nech £€2>0, potom eXistuje mmn.@ nMWm e M@Hv_
Ze pre k> K (s) je [fe(m)|<e pre vietky z. Z definicie Jix (%) je S.&om“
Ze pre k > K (&) jeaj|f, (@) <z pre vSetky x a pre vietky ﬁ..” 1,23 ..
Ukdzeme, e nie Jje mozné, aby dvojna bostupnost {g, am&vw%u M u Wm@
.Ss:. (z) € { \..;«&v?,s =1, tvorila g-systém pre bod 0. ,wom z.wMuwﬂwvoo-
nosti méZeme predpokladat pre k=1,23 .. “Je(®) 30, 2 Soho vy-
plyva, ze { Jor @) 40 Pre nijaké f. Iste totiz existuje také racio-

(1 P ?
nilne &islo , <1, ze .\.a.?,lw =a, kde a30. Volme h=n.r-| 1,

i - =2
r r n

potom je np <y, < i, a dalej je firk th = firrx Aﬁ — 3[& =
= J; L —_— p iz .
Fir A P S.L.f\* ?\ly =@, CiZe postupnost {fir @hZ +=0. pretoze

nekonverguje k 0 v raei Sisle £ 5 ®
guj aclondlnom ¢igle et Pretoze n /i xmavv..H~+V 0,

musi dvojng postupnost {g,, . @) waey v kazdom riadkn pre kazdé
celé &islo s obsahovag aspoil jednu takd funkeiy Jor (%), %o [for ()| < L
A v « -Ma l
Mézeme teda vybrat takg diagonslnu Postupnost  {g @)=, ze
y M 9 %-u, =1
i e .
| Gorm, ()] < 5 bre kazdé z t. Z., Ze postupnost {90, m, (#)}=1+=0 rovno-

merne a {g. . (#)}<. . netvori 9-systém oo
s my pre bod 0, &
celkom dok4zans, m je lemma

Veta 2. Nech p je L-priestor, nech @€ P je bod g vlastnostou ¢
potom charakter bodu 4 % (a)=N,s. N

Dékaz: wu&onmm&.Em“ Ze plati opak, t. z, go je 2(a) <N, a
bod 4 je bodom s vlastnostou g. Poton, Je zrejmé, e musi .SA, (x Evﬂ”w/.
pretoze y (a) < N, znaéi, Ze bod ¢4 Je izolovanym bodom, a preto :Q:@&M
byt bodom & vlastnostou g. Tak X(@) =N, 2 bod ¢ m4 vlastnost ¢
t. z. existuje takd dvojng postupnost {g,, )=  ze plati {q,, , ;uINIV«M
pre kazdé m — 1, 2,8,..., ale nijakd diagonilna Postupnost m&s» J:L»ul

nek j k¢ istuj
onverguje k bodu 4. Ak X (@) =\, existuje spodetny monoténny
o ;
‘N, je znak pre mohutnost spocetnej mnosiny.

Gplny systém okoli bodu 4, a to [U@)]={U,, O, U, ... }, kde
U,oU,ODU,D.... K U, existuje isty index 5, taky, Ze je a1m, €U,.
K U, existuje isty index n, > n, taky, Ze je as, ny € Us. Uplnou indukeion
sostrojime diagondlnu postupnost { @ ny 1, ktora konverguje k bodu q,
%o je mwo..wcm.

II1.

Definicia topologickej L-grupy”: Nech L je L-priestor spliiujéci
prvé dve axiémy pre konvergenciu a Urysohnovu axiému, v ktorej je
definovany stdet, t. z. kazdym dvom prvkom z, ¥y € L je priradeny prvok
2=z +y€ L, s nasledujiicimi vlastnostami:

A. Pre kazdé ﬁ.m.m:im% Ty, 2€Lplati w4 y) -2 =2 + v + 2);

B. Vo L existuje prvok, ktory oznacime 0 taky, Ze pre kazdé z € I,
plati z - 0 =a;

C. Ku kazdému prvku 2 € L existuje vo I prvok, ktory oznadime
—, taky, Ze x +(— z)=0;

D. Ak konverguje postupnost {z,},21 k prvku z a postupnost
{9n}a1 k prvku 4, konverguje tieZ postupnost {Zn £ yn}ae: k prvku
@+ y; priestor L nazyvame potom topologickou L-grupou.

% —y znamend prvok - (—y).

Topologickét L-grupu nazyvame komutativnou, ak pre sudet plati
zdkon komutativny, t. z. pre kazdé dva prvky z, y€ L plati z 4~ y —

=Y+ =

Pomocnd veta 1. Ked I Jje komautativna topologicks L-grupa
ktord m4 aspoli jeden neizolovany bod, st vietky jej prvky neizolované.

Dékaz: Ked z €L je ten neizolovany bod, existuje potom tak4
postupnost bodov ?L:&HM konvergujica k bodu Z, ze zoF 2 a 3, €L
pre n=1,2,3,... Ak y€ L je fubovolny bod, podla C. je —=z€L,
pretoze je z € L. Polozme teraz y, — z, +y—zpren=1,23,...
Zrejme je y, € L. Z vlastnosti D. a zo zdkona komutativneho vyplyva,
Ze {x, g Thim1=F + y—z =y, Size A{Yn}a-1 konverguje k bodu
.Q. a YaF Y y. € L pre vietky n. Tym je tvrdenie dokizané,

Pomocnd veta 2. Ak I je komutativna topologick4 L-grupa a

" D. van Dantzig, 587626,




existuje v nej aspofi jeden bod s v| j
" - s s
et . vlastnostou o, maji vietky jej body
Dékaz: Nech ZEL je ten bod g vlastnoston

“. .. ¢ a nech y je T'ubo-
volny bod z T, Existuje dvojng postupnost e .

.. 9 {@n, 1)y majiica vlast-
M_Mma v M&:;? =17 Z pre kazdé u, ale nijakd diagondlns postupnost
t M. Mﬁ. .._u m_ =~ . M&oNBo Ymr=1n1 + y— gz, potom ¢, . & 1, pre kazdé
» % a pla ﬁ.ﬁ.: Aoy = {Za 2 Y—zh2 =+ Y= 2=y podla D. Keb
existovala diagondlna Postupnost {y, klie (> 9, t. z {%n, i+ 9 — z).2 ¢
by konvergovala k bodu y, potom plat {z, ki = ?&...LM +y— @..Mm
+ (= fm\vv..ﬂuiV.a\ +z2—y—g podla D, to je viak m@of Tym je vet.
dokdzany, . e
" .<m; w.. Ak I je komutativna topologicks L-grupa, je vo L
-axiéma ekvivalentng neexistencii bodov g vlastnostou 0

MWMNME% a nech existuje v nej bod 4 g vlastnostou ¢, t. 2., Ze existuje
8 ; <8u.N Postupnost {z, tnr—1, Ze pre kazdé  — 1, 2,8,... postup-
nos %&3 W= 1= 7, ale nijakd diagonglna Postupnost {z, k)i 1 nekon-
Mgw.m&m k 2. Podla Pomoenej vety 1. hod 0 € L nie je mso_o«m_u%u existuje
o M Mwwm& postupnost - - 0, kde 2,30, Polozme pre n, } —
=1,23,... Yok == 2n + &, , postupnost {9441 Konverguie proine
* s ke f = guje zrejme

Monos k _oowun %n 4z pre kazdé y 4 Postupnost {z, -+ £, Wcugmq&.m

bodu z. Dalej plati z ¥ ) .

P =W_HQ= +axiC “ .m“ m %3 ¥ % &oho vyplyva z g4 (w

Mr“ %\am ® r pri¢om znakom ¢ M hejakej mnoZiny M C 7, Tozumieme uziver

mnoziny M, Z U-axibmy viak vyplyva, Ze je aj z € 4 @ Yn,x). Musi teda
. n, k=
existovat postupnost A?.@ [ A konvergujica k boduy “M Vzdjomne sa

lifiacich indexov % neméze byt len konedne mnoho, pretoze v tom ri
pade by sa tam iektory index, ktory ozna¢me N, nachédza] bmwgmmu“
mnoho m.ﬁo vedie k sporu, lebo by sa dala vybrat riadkov4 postupnost
w°u<¢.~.m_.u.1mom k bodu v+ 242 Z toho teda nasleduje, e <Nm.MEcm
sa lfiacich indexov % je nekoneéne mnoho a Jje mozné \woﬁcE ,.w brat
z postupnosti indexov ()2, taky postupnost {n;}® ;4 Wc=<o~.w.&“

Postupnosti {z 1= @
A p { "ty =0 a «.&\.:.._}._‘FHHIV z. To zhamend, e postupnost
Yt — 20, V" = o Pret b3 ;

iy %, 3 . oze pre kazdé g je @:...Mw..u.lma.‘, =,

L4 t}

\ ’ ® c
T Bk, — B, = Tn; 1, » j© postupnost {z,, &}, ==, €o je sporné, lebo-

8

postupnost ?v:.;;wé je diagondlna postupnost z dvojnej postupnosti

?r: aTﬂH 1.
Ked vo L neplati U-axiéma, existuje ist4 mnozina M C L taks, e
u(wM)—uMM=+0. Nechz € u (w M) — u M, potom existuje postupnost
{#n}i= 1>, kde z.CuM — M pre kaidé n=—=1,2,3,... Ku kazdému
Zn existuje istd postupnost % iy = 2., kde 2,, €M pre vietky
%mk=1,2,3,... Z tejto tvahy Jje zrejmé, ze pre nijaki postupnost
indexov {n:, k%2, postupnost {2n, 1} += x. Utvorme teraz dvojnt
postupnost {z,,,}7x—1, kde sy, =z, — @, pre n,k=1,2,3,... Pre
kazdé n plati {z,,,}> ;> 0, ale pre kazd& postupnost indexov {n; k}:2 ,
diagondlna postupnost {2 k)i += 0. Keby totiz pre nejakl postupnost
{n, %:}:2 1 postupnost {2a; 1), , konvergovala k 0, nuz podla vlastnosti D.
musela by postupnost .n&ﬁ kifi—y™ @, 8o je viak spor. Zistili sme teda,
Ze platf {z,,}2 >0 pre kazdé n, ale nijaki diagonilna postupnost

Zn; ;)0 4= 0, &iZe bod 0E€ L je bod s vlastnostou .
i, % 1 .._ " Q

==

Obecne v L-priestoroch U-axiéma a vlastnost @ spolu nestvisia.
Existuja totiz L-priestory, v ktorych nie je splnend U-axiéma a stidasne
nijaky bod toho priestoru nems vlastnost ¢. Ako priklad takého
L-priestoru ndm méze slazit priestor P definovany takto:

P sa sklad4 z bodov roviny TWJ WW“ kde m, n=1,2, 3,..., dalej
z bodov Twﬂ o* kde m=1,2,3,... a z bodu (0, 0). L-topologiu ¥
zavedieme tam takto: {(z, Yo 1> Twh &, vtedy, ak existuje isty index
K tej vlastnosti Ze pre k> K je &w”wuw a ak postupnost {gefi=1—0

{@, v s> (0, 0) vtedy, ak postupnost {712 ;->0 a ak existuje
index K s tou vlastnostou, ze pre k> K je y,=0; nijaké iné prosté.
konvergentné postupnosti v P neexistuja.

P zrejme spliinje axiémy 1., 2,, 3. L-priestoru, v ktorom bod 0,0

1 . . . 1 1Y)
a body HM. OV pre m=1, 2, 3,... maji charakter ¥, a body Am“ nslw
myn=1,2,3 ... sl izolované. Podla vety 2. je vidief, Ze P nembze




. Je spluend, pretose Pre mnozing

w—g (1 1y .
w=0 @ i Plati (0,0)€7(1a7)— 71

Existuja viak obritene p._.. L-priestory
- obsahuji body s vlastnostoy o. Citatel sa I
takého L-priestoru je priestor Sy
-eltovanej na kone; ‘Dasej price v literatire, Priestor g, spliiuj
‘2 bod 0 m4 v fiom vlastnost 0. .

1v.

Topologia v je slabsia nez topologia «,

Pre kazda podumnoginu Priestorn. Plati tito lemma

N Nech (P, u) je (H), alebo (&), alebo’ (H)-priestor s
:priestor (P, v), ktoréhe topologia v je slab,
‘istého typu.

» potom kazdy
4 nez topologia je toho

Veta 4. Priestory I, (P),

T ] .N w..v )
i ﬁ..m.\-_uﬂ.mmnoﬂ%. mA \v ‘Nm ﬁwq \»Cu Tty N: AN@ QJ

Dékaz: Ked ¢ je pevni mnozina,

mo_mm. MM, &Mﬂ to w.ﬁ&,im z definieii 7, .., » Uy na str. 3. Stag teda
zat  podla tejto lemumy, ze je Ly (P, @) Agﬂ-mﬁmmmgn Nech
S, f+ € Ly (P, Q) a fi:f,, existuje isté 7" € Q také, ze fi(g* . oM
pretoze f, a f, s 8pojité funkeie. Vezmime mWO mu Mm_vmwn .\W . .vw
2e<|fy QJ ~— /2 (¢*)|. Mnozina U(f1) resp. U(fs) vsetkyeh , .MM .WM
..MwMWoﬁ Ze :Qd —f QJ [<eé resp. Lf(g*) — £ (™) <e je o_mcw“wz
odu f, resp. £, lebo nijaks Postupnost z komplementy bﬁ.z@wo kon-

vergovat k f; resp. fo- Dalej
} 3 JJe U(fA)NT (fy) — 7
reTine - /1) (f2) =0, pretoze keby bolo

bolo by sGdasne platné | f{(g*

rmn .. ) —fi (eI

[f(g* . fs ﬁh ) _Mm Gize |11 (4*) £, (¢%) <17 —1 @JH_ +.§AMMW

—/e (@)L 25 o Jé sporné, teda je f, (P, Q) ﬁ“@%wmmmﬁon. \
Je znime, ze Priestor L=,

Jje vidy Cl, wwm i=1,2 3

a mnespliiuje U-axiému, dalej ze

% Fréchet, 205, Budeme
8k pre kazd¢ dva rdzne bod
1. 0@@)N0o(y) =0, 9. {1 O()

hovorit, ze (B, w) je 1. (H), 2. (H), 3. Ah”\-vlamga
y z, .axﬂm P existuju také okolia O () a O(y), e plati:
No(y) EQ&S:SST@ 3. ?QSV:? O@)} = 0.
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ktoré splitujic U-axidmy
ahko presvedd, ze prikladom
definovany 14 str. 22 v préci J. Novdka

Vv oznadeni v C y, ked o MCulM

L;= L,= L; je metricky priestor s metrikou: vzdialenost (fi, fo) =

=max|f, (z) —fo (2)].

2e<0,1>
Viimnime si teraz kartézskeho sidinu priestorov spojitych funkeii.

Kartézskym sadinom L dvoch topologickych priestorov L, a Lg, v ozna-
¢eni L =1, X L, nazyvame mno%inu bodov z=(Z, %3), kde z, € L,
a %3 € Ly, v ktorej je topologia definovand pomocou okolf nasledovne:
Okolie bodu z = (z;, ;) € L je kaZd4 takd podmnoZina G, X G, C L,
ze G, je okolim bodu z, a G, je okolim bodu z,.

Veta 5 Ked sa dané dva neizolované L-priestory L, a Ly a

Jeden z nich obsahuje bod s vlastnosfou o, kartézsky stdin L, X L,

nie je L-priestor.
Dékaz: Nech L, obsahuje bod x s vlastnosiou g, t. z. existuje
takd {@n,ifmi—1, Ze {Tn)i—r—~2z pre n=1, 2,3, ... a nijaks dia-

gondlna postupnost {#,, |7, nie je konvergentn4 k bodu z. Nech y € L,

nie je izolovany bod, t. z. existuje takd {y.}n—1, Ze {Yn}ici=vy a
Ynty pre n=1, 2, 3, .... V mnoiine M = U (%, yn) neexistuje

" k=1

postupnost {#°LL \== {(#n, &, ¥a)};_, konvergujiea k bodu (2, y), pretoze
potom by bole {, )" ==z, ¢o je sporné. Naproti tomu kazdé okolie
bodu (#, y) na neprdzdny prienik s M, ak totiz G—= G, X Gs, kde G,
resp. Gy je okolim bodu x resp. y v I, resp. Ls, potom existuje isty
index K (n) taky, Ze #.,; € G, pre k> K (n) a index N taky, Ze
Yy« € G pre n> N, &ide (&n,z, y.) € G pre vhodne velké n a k, t. z.
GNM 0. Z toho vyplyva, 2e (z, y) EuM vo L, &im je dokdzans,
ze kartézsky sadin L nie je L-priestor.

Nech (L, u) znadi priestor vietkych spojitych funkeii definovanych
na intervale <0,1> s takou topologiou w, %e (L, u) je topologickou
L-grupou a neeh_spliiuje okrem toho eite nasledujicu podmienku:
Ked {fi(z)}i'=1 je konvergentns postupnost v priestore (L, «) a ked

Ji(0) == fi (1), d-procesom utvorens dvojnd postupnost {fi,x ()} 1 m4

ti vlastnost, e v kazdom riadku je konvergentns,cize {for(@h=1 je
konvergentnd v (L, u) pre i=1, 2, 3, .... ;

Veta 6. Nech (L, ) a (L, us) st dva L-priestory vietkych
8pojitych funkeil definovanych na intervale < 0,1 > s predchddzajucimi
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m 2 '5 m i m T Ay ke mu ‘
m _ N N H.U o
V N.mﬁbom ami nec. 5 Nu mum@ (2 H. w Oﬁos nev wvu.ﬁﬂb%\ a Omnk.hmﬁ uca
ﬂnms_m > .M u 1010 A.Nuu Q:VXA.N“V anwv 00 HL Mw-mm“ ro1 .u

Dékaz: Podmjenkg Postadujica: Nech o =uy =1, st
L, w) a (L, %3) metrické priestory, teda aj Wmm&smwm s e
XL, ug) je metricky Priestor, &ize aj L-priestor. I
womnszMMMbWMWm Hmdwﬁﬁuw" HMmow uFl;, 6. 7 existuje aspod jedna tak4
i, , mevvmsﬁ\w A&vruhlv.\ (z), ale nekonverguje rovnomerne,
Ot v IN\M Mﬁwmon«qmvwwwa k ME@ nerovnomerne v (Z w,).
.n&m je &. {de-2} ;=0 v L;, teda &.\«M&ﬁ WVWHWHM. MAM MM»VHJV%,
je wm Cu,. womowga P (%) = f, @) —f@) + d, z €L, u) v =Mv\ ° 0
wo&moimmgome D. {¢, @)1 =0 v (L, w,). U&&. .u.mvﬁ mo,v ”wo\womwv "
IMMSV _m S..Hﬁvflb () — 7(1) + 4, =L —f(1) + £, 0)—fe (1) —
T f(A) =4, (0) —f(0) = ¢, (0). Pretoze {: (@~ =0v
potom ﬁmm,»A&NTsHHWO v L, pre kazds i=1, 2 wl_. qu:
MMW. M MM.WWMMHHN je Mg.‘.nm Postupnost vytvoreng womnswwomw “?.Q.&ranw
Wiy m. .8 Svsu u,Cly a g predpoklady vlastnosti (Ly uy)
yply s e ?P;ASYHTVO pre kazdé §—1, 2, 3, .... Postu nost
Mﬁ» A&W?H.HWO fierovnomerne v 7, leho {fi (2)— \A&v?sHM.WoE&MEM
nule tiez nerovnomerne, tak Jje mozné podla vety 1. ?.mna. M y
w-m%mH&HwP womumo,Ew mmo AS:: (=) - —1» Pre bod 0v L, HMo WmMWM
=1, e 1B, (®))7 | postupnost vybrand z ;. i
a teda je postupnost {g:, (@)} =0 <~on Sv% wuomeMmM M.mH Hdwawc
o PretoZe {o L ()le Lo o (L, u). Kedze nijakd dia, ME&M .
wowgvcoa toho systémy bmmmougum.&o kOvy, nekonver, m Wum
ani v (L, w,) PretoZe w, C1l,. Teda je {9, @) v @-m%m&sméh b M
@ v (L, §v.m bod :0 m4 v (Ly u,) vlastnost @.:mewomm £ §%E.ow |
1zolovany priestor, nie je me&s.mww stéin (I, u) X (L, u, ) HLV. H.Mamﬂ o
wo&m‘ <om% 5. Celkom podobne sa doksze td <Qmu~ m_mw EmM u onoNB
Specidlne kartézske sudiny I, X L; a I, XLy nie sg H-miomwowdw.
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Bueogu

1. hsmwommamzmm :onzoaagowmam&vwong OBOHHOIT aocaenopareny-

o0
HOCTH Axs. :v m,n =1 €CTh nogmNowm.ngwan;Aas - “ g H=wxogwom
.....«u. ‘

Healb3sa ns ﬂcnﬂmﬁow”.—,mﬁﬁmcqﬂﬂ IIOKazaTeneit *5“ =
T

onmwwﬂgmgﬂ Mbl nHuieM B Bunge MaTpunsl B KBanpaTHoi ONES&Y HO HuKa-
Kasa AHaro”HanrHasg Hocﬁoﬁowmuéﬁuumoo,nﬁ HecXomutes K x, H,Nx%mo CHCTeMy

£ [~
A Xy, =v§ n =1 MBI HaskiBaem Tojxe € - CHCTeMOH A Touky «,

Tlon L, nitmsxe L, (& rercre PaldoOTH MBI 0603Havaem erg 4epes Ly), pasy-
MeeTen npocrpaHeTso HenpepnBHLIX GyarImit OIpeleNeHHEIX Hg oqbawmﬁ
<0,1 " :
<U.1> mrpe A A e&v =1 > f(*), ecam pra IocnenosarensHocry, CXOMUTCST

B KaMOM Touke x, oT <0,1> g \@S& ni-3Ke, ecnu arg =on.=¢n°mm._.m.a.=on;
memOEowmo CXOMHTCA Ha <0,1> g F®) . L nuim-sxce l, 06oanayagr TOIOJIOT KD
B L, EE-E&. L;. Ecau touxa « Tpocrpancerea L mmeer CBOMCTRO ¢, T0 ei xa.
PaKTep HeHcuncisemnrit, ’

" .
2. Ecam ,ﬁ S Aavw k=1 €CTh HocaencBarensHocry, HellpepLIBHEIX QyHEDWMIE
OIIpeeNleHHEIX Hg <0,1>, gas KOTOPHIX €cTh B cuye fe(0) = p (1) ngaa

E=1,23.. 1 n L 2
5 QJIOKUM g oM&MW? =123...) Sk =) = fi (ix)

U AN BCcex swHavenmix OOKazarTemelt i,k — 1.2,3....
i—1 v

i

for (=4 7) =

= f,5 ®). Koporko wuy Gymem nBoii-

2 >
= fir a+l~.; H....H.\-..aAa:T
. <©
HYIo nmociemosarensuocry, * T b ) {4k =1 HasblRaTh mBoitHoln Tnocaenopares-

HOCTEIO BB i . | ‘
€XeHHOok ua nocaenosatensuocTy 1 Fo®) 1 Olepanueit d,

~ <
Ecin A L fnk =1 €CTh NBolinag :eoamncmmqo.?moo?, TO Mbl nBOliRYIO

nocyexos e |
( JLOBATeNABbHOCTE ﬂ :sm:u.‘ =1, TRe n, <Tny<my - s?\ﬁA*aA.:.

[=~]
Hycts A 1 Ev k=1 €cCTh OocrexoBaTesHOCTE CXomAmancs x ( g L,
(BL 0O 0603Hayaer Oy HRIIEIO DPaBHAmMYWCH TOMIeCTReH oymo), nycts
H@=fOmak= L23 ..., ayers ?m.ia: CEe 1 CCT® QBofiHaAm mocae-

AOBATERLHOCTY BLIReKenman g :oo.:mgmmamam:ooei 5 (%) w i 1 Ollepaumeii d
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¢ =1 BbLIZeanTH ocroan-

TO Heo0XORNMOe M HOCTATOUHOe YCJIOBHE TOro, 4ToGB M3 NBOMNHOMN nocieno- -

BaTeAbHOCTH N S iav“wo k=1 Helnn3A OblI0 BHGPATH HHKAKYIO e-cncreMy, .
Ve k=

AnA Touxu 0 ecTb, UTOGHI HOCTENOBATENBHOCTE * Iy () Vm.ou 1 HecXommaace .
PaBHOMEPHO K ToyKe 0 B L;. B npocrpancree L, naxonsarcsa Toykm uMeoIue -
CBOHCTRBO o.

3. Tomoaormueckoe £ -npocrpancrro L, HOTOpOe HCIONHAET ABEe aKCH-
OMEL cXormmocTa Dpermtera u axcmoMy VpucoHa, MH HaskBaeM KOMYTaTuB--
HO# Tomosioruveckoi TPYOno#, ecau kampmo#t mape sieMeHToB x, ¥, eL npn-
Cywme# sneMmeHT n3 L, HaspaHuMH nx cymMMo#t 1 0603HAUAEMEIH z = x + ¥,.
MpH TOM cUpaBemmmBo: 1. xus Beex x, y, z L ecrn E+y)+tz=x+ (y+2),
II. gast %, v eL ecTs x+y=y-+x III. CYINecTBYeT ajieMeHT 0 ¢L TaKkoi, uro
%+ 0=2x gag wamgoro x eL, IV. gna wammoro x L CYIIeCTBYeT 3JIeMeHT -

=) -]
IRM‘HHN&OHM“ qTOo .&l_IAIRv" 0, V. ecau ﬁkﬂawg"w_,WR " AQ&VS"H 5.

To T;Hs;wnd =xty.

Ecau L ecrn Tomosormuecras HOMYTATHBHAA IPyNNa, TO HEOGXOTMMOE -
H. YROBJIETBOPHTENbHOE YCAOBHE TOro, 4TOGH IpocTpaHcTBO L wmemoarnsmo .
TPeTio arcwomy HypaTosckoro €CTh, YTOOHEl He CYINeCTBOBAJA TOYKa, 06JIa- .
Aamoiuas ceo#cTroM o. 2

4. Ectr L' mw L” cyte pBa HeH30JMPOBaHHbE £ -TIPOCTPAHCTBA M ecuiy
XOTA OHO W3 HHX COIEDIKHT TOUKY C CBOMCTBOM g, TO mMX KapTe3cKoe mpo--
V3BEeNEeHNE He ABAAETCA £ -nipocTpanrcTeoM.

3HaxoM (L, u) 0603maunm TOIOMOTHYIECKYI0 KOMYTATHBHYIO rpynny He-.
HNPEPHIBHBIX GyHKIM OIPENeNIeHHRIX Ha oTpeske <0,1>, B KOTOPOM cxomm-
MOCTE u BBEHIOJIHACT CcIeIyoLIce ycuaoBue: Xamnasd NBOMHAS NociemoBa- -

TEeNBHOCTE ﬁ\...iavw .8 k=1 BBIBEIEeHHAasA U3 cXOomAmieiica IOCIeNoBATeXLHOCTH ¢

A.‘ 5 @) \Nol 1 onepammeii d oGlagaeT STEM CBONCTBOM, U4TO B KAMKKOM CTPOKe -

OHO CONEPHHUT CXONAMYIOCA II0CIEXOBATENHHOCTD.
Ecma (Low) u (L, u,) CYTE ABa f-IpOCTPaHCTBA MMEONIHe ynomAaHyToe
CBOMCTRBO, THEe L <u, <l m I, <u, hL (rme smax u <o 0603Hayaer, yro
TOIIOJOTRA v GoJlee cllaGad 4YeM TOIOJOIMA v), Heo6XOmUMMOE W ROCTATOWHOE -
yclioBue Toro, 9T06bl MX KapTe3CKoe IPOU3BeIeHe GHLIo £ -npocrpaHcTBoM,
€CTh Uy = u, = I, ClienmwmaisHo Lyx L u L = L, we cyrs AL -npocrpancreamu.
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Résumé¢

1. Une suite diagonale extraite d’une suite double A&s,avh n=1 @8t
une suite {z,, nifiey telle quil n’est possible d’extraire m:oE,S suite
constante de la suite deg indices {m}= ,. Un point  dans Pespace (L)L
posséde la proprists ¢ quand il existe une suite double {@n, nfm ney de
points de I, telle que chaque ligne converge vers le point hﬂn (nous
imaginons cey éléments 3 deux indices rangés dans up schéma carré
4 la fagon d'une matrice), mais sucune suite diagonale {%n,, nibiey D@
converge pas vers z. Un tel systeme {z, 4= . gsera appelé aussi un
systéme ¢ pour le point z.

L, resp. I, (dans le text complet de notre travail, nous le dgg;-
8nons par L;), est I'espace des fonctions continues définies dans P'interval
<O0,1> et ot {fn ) 5. S (@), si cette suite converge en chaque
point z, de < 0,1 > vers f (@), resp. si, cette suite €8t uniformément
convergente sur < 0,1 > verg I (). Soit 1, resp. J,, la topologie dans
Ly, resp. L,

Si le point z de Iespace (<€) L posstde Ia propriété ¢, le carac-
tére de ce point est non dénombrable,

.w. Soit { £ (@)} 1 une suite quelconque de fonetions continues
définies dans <O1>, soit Se@=£() pour k=1,28 ... g

1 .
OM&.M ’ Q =1,2 3 .. .v~ posons f; , A.&v ”.\w (4 &vv et pour toutes leg
valeurs des indjces DY CRy - L, 23 .. .) écrivons f a?sT LA
] i -

”\..Lnﬁa ITIWIV =, ”\...;? + ‘e ﬁ =Jo,2(#). Nous dirons briéve-

i
ment que la suite double A Jix (@)}2e1 a bté dérivée de la suite {/ )
par l'opération 4. )

Soit ?3 LM *=i Une suite double. La suite double ?:., kepor=1 O0
g <mg< ... et b <by<ky< ...sera appelée une sujte double
extraite de la suite double {an, Kmk—1. ’

Soit {f; (@))% 1 une suite convergente vers 0 dang L, (dans L,
0 est la fonction égale identiquement Zero), soit f, 0 =£( pour
k=123 .. -y 80it { w1 (%)} 7=t la suite double dérivée dq la suite
{fe (@42 par Popération 4, La condition nécessaire et suffisante pour

16

————

qu’on ne puisse pas extraite de la suite double {f; , (#)}7% - 1 un systéme 0
pour le point O dans L,, est que la suite A T A&v_rau 1 converge uniformé-
went vers O dans L,. Dans l'espace L, il y a toujours des points jouis-
sant de la propriété o.

3. On dit, d’aprés D. van Dantzig, qu’un espace (L) L, satis-
faisant aux deux axiomes de convergence de Fréchet et 4 Iaxiome
d’Urysohn, est un groupe topologique commautatif, lopsqu’on fait corre-
spondre & chaque couple de points 2, y € L un élément 4 € L, appelé
lear somme et désigné par s=z 4y, de fagon que: I pour tous
%, 4, €L on a @.TS;TN”&.T@;T.&. IL. pour #, y € L on a
T+ Y=yl =, I il existe un &lément 0 ELtelque 24 0=z pour
chaque 2 € L, IV. pour chaque # € L il existe un élément —2E L tel
que z4 (—z)==0, V. & (T} =2 ot {Yn}iz 1=y, alors on a
{on + yuhies =z + 9.

Soit L un groupe topologique commutatif. La condition nécessaire
ot suffisante pour que dans I le troisidme axiome de Kuratowski soit
rempli est que dans I il n’existe aucun point ayant la propriété 0.

4. 8i I’ et L” sont deux espaces (L) non isolés et si au moins
un de ces espaces posséde un point jouissant de Ia propriété ¢, leur
produit cartésien n’est pas un espace (.0).

Par (L, u) sera désigné un groupe topologique commutatif de
fonetions continues définies dans Pinterval < 0,1 > dans lequel la conver-
gence satisfait 4 la condition sulvante: chaque suite double A ik @vv.ﬁnp
dérivée d’une suite convergente {f; (z)}", par opération d posséde la
propriété que chaque ligne est une suite convergente.

Soit (L, u,) et (L, ) deux espaces ayant chaque la propriété qui
vient d'étre définie, out LbCu;Cl et I,Cu C4 (la notation % C v indi-
que que la topologie  est plus faible que la topologie v). La condition
nécessaire et suffisante pour que leur produit cartésien soit un espace (L)
est que u; == uy — [, Spécialement, les produits cartésiens Li X Ly et
L, X1, ne sont pas des espaces (0.
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